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Dozwala się drukować z warunkiem aby po Wy- 
drukowaniu złożone były trzy exemplarze w Komi- 
tecie Cenzury. Wilno 1829 d. 15 lipca. 


` Cenzor L. Borowski. 


http://rcin.org.pl 


| POCZATKI 
GEOMETRY I- 


— 


XIEGA CZWARTA. 


WIELOBOKI FOREMNE, IMIARA KOŁA. 
OPISANIE 


۱ | IELOROK, który jest razem równokatnym i ró- 
wnobocznym, nazywa sie wielobokiem foremnym, ` 
Wieloboki foremne są o wszelkiey liczbie bo- 
ków. 'Troykąt równoboczny, jest wielobokiem 
foremnym o trzech bokach; kwadrat, jest wielo- 
bokiém foremnym o czterech bokach. 


PODANIE PIERWSZE. 
TWIERDZENIE. 


Dwa wieloboki foremne o jedney liczbie 
boków, są figurami podobnemi, 


Niech będą naprzykład dwa sześciokąty fore- 
mne ABCDEF, abcdef, (fig. 1); summa kątów 
w jedney i drugiey figurze jest taż sama, i ró- 


Td 
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4 GEOMETRY 

wna się ośmiu kątom prostym (28,1y kąt A jest 
szóstą częścią téy summy, tak jak i kąt a; a za- 
tém kąty A i asą równe sobie, i toż samo jest 
z kątami B i Û, z kątami C ic, it. d.. 

Nadto , ponieważ z natury wieloboków fore- 
mnych, boki AB, BC, CD i t. d., są równe sobie, 
oraz są równe sobie boki ab, bc, cd, i t. d; prze- 
to między niemi te proporcye ETA, AB: 
ab::BG:bc::CD;cd it.d.; więc figury, o któ- 
rych mówimy, mają kąty równe i boki odpo- 
wiedne proporcyonalne, a zatém są podobne (o- 
pis. 2 xię. 5). 

.FFniosek. Obwody dwóch wieloboków fo- 
remnych o jednakiey liczbie boków, mają się do 
siebie, jak ich boki odpowiedne, a ier RS 
zamknięte niemi, jak kwadraty z tychże boków 
(27,5). 

Uwaga. Kąt wieloboku rone tak sig o- 
znacza przez liczbę jego boków, jak kat wielobo- 
ku równokątnego (20;1). 


Przestroga, liczby nawiasami objęte oznaczają po- 
dania do których się odwołuje. Jedna liczba w na- 
wiasach, znaczy podanie tey xięgi która się traktu- 
je: gdy zaś są dwie liczby komą oddzielone , tedy 
pierwsza oznacza podanie, a druga xięzę. 
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X IĘ 64 Iv. 5 
P OVDAN E BEINE, 


TWIERDZENIE, 


a Każdy wielobok foremny może bydź vpi- 
sany, w koto, i nićm opisany. 


Niech będzie ABCDE i t. d. (fig. 2), wielobok 
foremny: wyobrazmy sobie poprowadzony okrag 
kola przez trzy punktgz A, D, C; niech O, będzie 
środkićm jego, a OP prostopadła spuszczona na 
środek boku BC; daymy AO, i OD. 

Czworoboki OPOD, OPBA, przystać mo-. 
gą do siebie ; jakoż bok OP jest wspólny, kąt 
OPC = OPB, jako proste; więc bok PC położy 
się na bok sobie równy PB, ZAWAŁ C, padnie na 
B; nadto z natury wieloboku, k xat POD = PBA, 

e Vaid CD weźmie kierunek BA; هغه‎ CD— BA, 
więc puukt D padnie na A, i Lp czworobo- 
ki całkiem do siebie przystaną. Odległość więc 
OD jest równa AO; a następnie okrąg koła prze- 
chodzącego przez trzypunkia A, B, C, przeydzie ' 
także przez punkt D. Podobnie rozumłdjąc do- 
wiedziemy, Ze okrąg koła przechodzącego przez 
trzy wierzchołki B, C, D; przeydzie* take przez 
wierzchołek następny E,i tak daley. Tenże sam 
więc okrąg koła, który przechodzi przez trzy ^ 
punkty A, B, C, przeydzie przez wszystkie wierz- 

_chołki kątów WIAGGOKA ; a zatóm wielobok bę- 
„dzie wpisany w ten PON 
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6 GEOMETRYI 

Powtóre. Wszystkie boki AB, BC, CD, i t. d. dla 
tego okręgu, są cięciwami równemi; a zatóm są 
równie oddalone od środka (8,2); jeżeli więc z puu- 
ktu O, jako środka, promieniem OP, zakreśli się 
okrąg koła, ten dotknie bokuBC, jako i wszystkie 
inn bokfwieleboku w ich środkach,a zatóm okrąg 
ten wpisany będzie w wielobok, czyli wielobok 
opisany będzie na okręgu koła. 

Uwaga I. Punkt O, środek wspólny koła wpi- 
sanego.i opisanego, może bydź uważany jako śro- 
dek wieloboku, i dla tey to przyczyny, kąt AOB, 
utworzony przez dwa promienie, do końców je- 
dnego boku AB, poprowadzone, nazwano kątem 
w środku. p 

Ponieważ wszystkie cięciwy AB, BC i t. d. są 
równe; przeto wszystkie kąty w środku są rów- 
ne sobie; a zatóm wartość każdego z nich wynay- 
dzie się, dzieląc cztery kąty proste przez liczbę 
boków wielokąta. 

Uwaga 72. Aby w dany okrąg koła wpisać 
wielobok foremny, o pewney liczbie boków, do- 
syć jest podzielić okrąg na tyle części równych, 
ile wielobok ma stka 4 ponieważ łuki są 
równe,” cięciwy AB, BC, CD i t. d. (fig. 4) będą 
równe, aza SO Ars Ak BOC, COD, i t. d. 
jako równo kiise 20604 takže równe, więc wszy- 
stkie kąty ABC, BCD, CDE i t. d. beda równe; a 
zatém figura ABCDE, będzie wielobokiem fore- 
mnym. . 
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IREA W s 
PODANIE HI. 


ZAGADNIENIE. 
JF dany okrąg koła wpisać kwadrat. 


Poprowadźmy dwie średnice AC, BD, (fig. 5), 
przecinające się z sobą pod kątóm prostym; po- 
łączmy końce A, B, C, D, a figura ABCD, będzie 
kwadratem wpisanym ; jakoż, ponieważ kąty 
AOB,BOC i t. d. są równe, cięciwy AB, DC, i t. d. 
są także równe. 

Uwaga. Ponieważ tróykat BOC, jest pro- 
stokatny i równoramienny; przeto będzie (11,9) 
BC :.BO : : V2: 1, azatém, bok kwadratu wpisane- 
go ma się do promienia, jak pierwiastek kwadra- 
towy z 2, do jedności. 


PODANIE IV. 


ZAGADNIENIE. 


JF. dany okrąg koła wpisać sześciobok fo- 
remny, itroykąt równoboczny. 


Przypuśćmy ٥ zagadnienie jest rozwiązane, i 
niech AB (fig. 4) będzie jednym bokiem sześcio - 
١ boku wpisanego; jeżeli poprowadzimy promienie 
A0, OB, powiadam: że troykat AOB, będzie ró- 
wnobocznym. à 

Jakoż, kat AOB, jestsszóstą częścią czteréch 
kątów prostych; wziąwszy więc kąt prosty zaje- 


LJ 
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8 GEOMETRYI 

dność , mieć będziemy AOB=$—=3: dwa inne / 

kąty ABO, BAO, tegoż troykąta, ważą razem 

2—3 czyli $; aże są równe, przeto każdy z nich—:, 

więc troykąt ABO, jest równoboczny; azatóm 
bok sześciokąta wpisanego jest równy promie- 
niowi. 

Z tego wypada, ża chcąc wpisać sześciobok fo- 
remny w dany okrąg koła, potrzeba promień sześć 
razy odciąć na tém okręgu, co przywiedzie do 
tego samego punktu, skąd zaczęliśmy odcinać. 

Gdy sześciobok ABCDELF, jest wpisany, jeżeli 
się połączą wierzchołki kątów naprzemian, utwo- 
rzy się troykąt równoboczny ACE. 

Uwaga. Figura ABCO, jest równoległobo- 
kiem, nawet jest kwadratem vkośnym, bo AB = 
BC — CO — AO; azatém (14,5), summa kwadra- 
tów z przekątnych to jest AC BO’, jest ró- 
wna summie kwadratów z boków, którą tu jest 
4 AB czyli 4 BU; gdy od jedney i drugiey od- 
ciągniemy BU’, zostanie AC — 3 BO”, a zatém 
AUC : BO'::5:1, czyli AC: BO : : V3: 1, aza- 
tóm,bok troykąta równobocznego wpisanego w kó- 
ło, ma się do promienia, jak pierwiastek kwadra- 
towy z 5, do jedności. 

Wo Zwei tete dest Mak w , . 
ښت‎ tl eiie RS ريو‎ 
pea AS 064 i X) Ra e A 
mw 승조 jw T runt, ko Ara tima BM es 
a a» pus got زو‎ di د‎ kd OBM 4 
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= 


s " lt | 
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PODANIE V. 
ZAGADNIENIKE. 


` ZF koło dane wpisać dziesięciobok fore- 
mny, potém pięciobok i piętnastodck. 


i" L3 

KDzieli się promień AO, (fig.5) na średni i skray- 
"ny stosunek w punkcie M. (zagad, 4 xig. 5), bie- 
rze się cięciwa AB, równa większemu ucinkowi 
OM; a AB, będzie bokiem dziesięcichoku fore- 
mnego, który dziesięć razy przenieść potrzeba na 
okrąg koła. 

. Jakoż, daymy MB: z wykreślenia mamy AO: 
OM::0M: AM; czyli, że AB==OM, mamy 
AO: ÀB:: AB: AM; a zatém troykąty ABO, 
AMB, maja kat wspólny A,zawarty między bo- 


ı kami proporeyonalnemi; więc są podobne (20,5); 


troykat QAB, jest równoramienny, więc takim 
jest itroykąt AMB, rAB = BM : aże AB — OM, 
więc także MB= OM; azatém troykąt BMO, jest 
równoramienny. f 

Kat AMB, zewnętrzny względem troykata ró- 
wnoramiennego BMO, jest równy dwa razy wzię- 
temu kątowi wnętrznemu O (19,1);aże kąt AMB-— 
MA B, azatém troykąt OAB, jest takim, że každy 
z kątów, na. podstawie 041, czyli OBA, jest ró- 


, wnay dwa razy wzietemu kątowi w wierzchołku 


CO, trzy więc katy troykata, ważą pięć razy wzię- 


ty kąt O: azatém kąt O; jest piątą częścią dwóch 
kątów prostych, czyli dziesiątą częścią czteróch 


m R tóm 7:. yt, Anz oA. Po iet w Ami Amo, دای‎ 


mia PM Sneki eU To مسا‎ Dina atom cuyo paT ee 
AM: GŁ:: 48: ورل‎ eU AM: WMot MO; 4 A. 


wia AT) emt htm Gi m په‎ angi rie] Mane tno 
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10 GEOMETRY I} j 
kątów prostych: łuk więc AB, jest dziesiątą czę- 
ścią okręgu koła, a cięciwa AB, jest bokiem dzie- 
sięcioboku foremnego. 

FVniosek J. Jeżeli się połączą po dwa wierz- 
cholki kątów dziesięcioboku foremnego, utworzy 
się pięciobok foremny ACEGI. i 

77 niosek II. Gdy AB, jest bokiem pięcioboku, 
a AL bokiem sześcioboku, wówczas łuk BL będzie 
względem okręgu koła 7 — ys czyli ېېک‎ azatén 
cięciwa BL, będzie bokiem piętnastoboku, czyli 
wieloboku foremnego o piętnastu bokach. Wi- 
dzimy razem, że łuk CL, jest trzecią częścią 
CB. ۱ 

Uwaga. Gdy wielobok foremny jest wpisany, 
jeżeli się podzielą łuki podparte przez jego boki, 
nadwie równe części,igdy się dadzą cięciwy pod- 
pierające te połowy łuków, cięciwy te utworzą 
nowy wielobok foremny o podwóyney liczbie bo- 
ków. Widzimy przeto, że kwadrat użyty bydź 
może do wpisania koleją wiełoboków foremnych 
0 8, 16,52 i t. d. bokach. Podobnie sześciobok słu- 
ży do wpisania wieloboków foremnych 012, 24, 
48 i t. d., bokach: dziesięciobok, do wpisania wie- 
loboków o 20, 40, 80 i t. d., bokach: piętnastobok 
do wpisania wieloboków ٥ 50, 60,120, it.d., bo~ 
kach. (1j 
موه مل دو رې‎ 
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PODANIE VI. 


, 
ZAGADNIENIE. 


Mając dany wielobok foremny, wpisany 
ABCD it. d. (fig. 6), opisać tenże okrąg koła 
wielobokienw podobnym 


Przez punkt T, środek łuku AB, daymy styczną 
GH, która będzie równoległą do AB, (10,2), toż 
samo uczyńmy w środku każdego innego łuku 
BC, CD i t. d.; te styczne przez swe przecięcia się 
utworzą wielobok foremny, opisany GHIKi t.d., 
podobny wielobokowi wpisanemu. 
Łatwo jest naprzód widzieć, że trzy punkta 
O, B, H, są w linii prostey; gdyż troykąty pro- 
stokątne OTH, OHN , mają przeciwprostokątną 
wspólną OH, i bok OT = ON, azatém są one 
równe (18,1.), kąt więc TOH = HON, a nasie 
pnie linija OH przechodzi przez punkt B, śro- 
dek łuku TN : dla teyże saméy przyczyny punkt 
I, znayduie się na przedłużeniu OC; i t, d.. Ponie- 
waż zaś GH, jest równoległa do AB, a HI do 
BC, kat GHI = ABC (26,1) także HIK = BCD, 
it.d.; przeto kąty wieloboku opisanego, są ró- 
wne kątóm wieloboku wpisanego. Nadto, z przy- 
czyny tychże równoległych, mamy GH:AB:: 
OH:OB, i HI: BC::OH:OB, a zatćm GH: 
„AB :: HI: BC. Ale AB = BC, więc GH = HI. 
۴ سا‎ deti ېا‎ t. ne. GO 에사 zem (opake) دیما‎ 
ul پو‎ Je شه فلکم‎ Ki ge ZPna Gu, ghet Vorme يو(‎ 
I? pox ne SCE ونور‎ tme, , flo «natus, , od مه‎ go? = 3 apnea, 
Kada po BO s so y miT C KR کو‎ Bok IDE m = 
دوښو‎ Mie 367, antas کا ہچ یی‎ (인 ^ Pre T O 
st que په‎ 489-157 tS? jode eti na 5 ay": - 


Db دو و‎ 
٩ NT f "i 
چک‎ ٢ ىا‎ KO 


Feinfétgipts ETT 
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ta Posts am وم وبا لال لاح‎ m 
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Dag vo. utivorig کماملسش‎ iat سيا‎ aratan 


hê podobney przyczyny HI = IK, itd; boki 


więc wieloboku opisanego, są równe Wb: a za- 
tém ten wielobok jest foremny i podobny Wins 
bokowi wpisanemu. 381 

TE niosek 1. W zajemnie, gdyby był dany wie- 
lobok opisany GHIK i t. d., igdyby potrzeba by- 
ło, za pomocą jego narysować wielobok wpisany 
ABC it'd, widzimy, iĉ dosyć byłoby do wierz- 
chołków G, H, I, it. d. wieloboku danego po- 
prowadzić linije OG, OH, i t.d., które spotkają 
okrąg koła w puaktach A, B, C, i t.d.; połą- 
czylibyśmy polém te punkta cięciwami AB, BC, 
itd, ateutworzylyby wielobok wpisany. Mo- 
glibysmy także w tymże przypadku wprost po- 
łączyć z sobą wszystkie punkta dotknięcia T, N, 
P, it. d, cięciwami TN, NP,it. d., Kon u- 
tworzylyby równie wielobok wpisany podobny 
opisanemu. 

TV niosek II. Azatém, ań opisać na kole da- 
nóm wszystkie wieloboki foremne, które tylko 
wpisać umiemy w koło, i wzajemnie. 


PODANIE .VII. 


TWIERDZENIE. 


Powierzchnia .wieloboku foremnego jest 


równa jego obwodowi, rozmnożonemu przez . 


połowę promienia koła wpisanego. 


Niech będzie naprzykład wielobok foremny 


wt 


Ld 
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＊ ay 


i x KĘ 6 A 1v 15 
GHIK i t. d. (fig. 6); troykat GOH, ma za mia- 
rę GHx3 OT; troykąt OHI ma zgamiarę HIX; ON; 
aže ON—OT, więc dwa troykąty złączone razem. 
mają za miarę (GH--Hl)x; OT. Ciągnąc tym spo- 
sobem wynaydowanie miary innych troykątów, 
znaydziemy Ze summa wszystkich troykątów,czy- 
li wielobok cały, ma za miarę summę podstaw GH, | 
Hf, IK,it.d., czyli obwód wieloboku, rozmno- | 
Żony przez 3 OT, połowę promienia koła wpisa- | 
i 

| 

D 


A مس‎ n. 


E A 


nego. 1 
Uwaga. Promień OT koła wpisanego jest to 


| - 


_ prostopadła spuszczona ze $rodka na jeden z bo- 


ków wieloboku; nazywają czasami ją apotemą | 
(Fapóthómg) wieloboku. ا چ پد‎ m na boty | 
uw 4. daten coo مول مهو‎ opi wów nor 2 

مهم 0 د ik?‏ یر و سخ ساد هرو سه 
ROZ PODANIECYI‏ 


TWIERDZENIE. 


Obwody wieloboków foremnych o. jedney 4 
liczbie boków mają się do siebie jak promie- 
nie kół opisanych, lub ٤5 jak promienić kót 
wpisanych: a zaś powierzchnie ich, jak kwa- 
draty z tychże promieni. ` 


Niech będzie AB (fig. 7) bok wieloboku oja- 
kim jest mowa, O jego Środek, a zatóm OA, pro- 
mień koła opisanego, a OD, prostopadła do AB, 
promień koła wpisanegó: niech będzie podobnie, 
ab bok inńego wieloboku podobnego pierwsze- 
mu, o jego środek, oa i od, promienie kół opisa- 
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négo i wpisanego. Obwody dwóch wieloboków 


mają się do M jak boki AB i ab, aze kąty A. 
i a, są równe, jako każdy znich jest połową ką- 
ta wieloboku, i toż samo jest z kątami B i 8, 
więctroykąty ABO, abo, są podobne, oraz ttoy- 
kąty prostokątne ADO, ado; azatém, AB : ab:: 
AO :a0::DO : do; obwody więc wieloboków 
maja sig do siebie, jak promienie AO, ao, kół 
opisanych, i także jak promienie kół wpisa- 
nych. 

- Powierzchnie tychże wieloboków mają się do 
i jak kwadraty z boków odpowiednych 


AB, ab; a zatém mają się także do siebie jak - 


; kwadraty z promieni AO, ao, koł opisanych, al- 


. » hozjakźdwa . „kwadrąty” z promieni. OD, „9d, „kół 


e... 


wpisanych. į 
PODANIE IX. 


PODANIE PRZYBRANE. 


1 دق ونا‎ 
JV'szelka linija krzywa albo wielobohegzna 


nets Fe 


obeymujący od jednego do drugiego końca, 
liniją wypukłą AMB, jest dłuższy od linii 
objętey AMB (fig. 8) 


już byli, że przez liniją wy-‏ سا 

pukłą r ozumieć będziemy liniją krzywą albo wie- 

lobok „ albo w części kyz NĄ a meto $ci wielo- 
اه‎ tovt 


bok; 1058 Heija, którą, j prosia. Juemoze e- 
eiae Więcey jak w dwóch punktach. Gdyby linija 
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لمحد oyi er psa Aal safe ginti ch‏ اج 

eu Wt Lo Qe AN i pe pontem s ~ 
IGEA IV. 19 | 
AMB, miata ezesciwskakujace,-ezy li وو وه‎ - 
ممنوږ‎ niebyłaby wypukłą; gdyż łatwo jest wi- 

dzieć, że linija prostą mogłaby ją w więcey niż 

w dwóch punktach przeciąć. Luki koła rzeczywi- 

ście są wypukłe; lecz podanie teraźnieysze ścią- 
„ga się do jakieykolwiek linii dopełniającey i6g0 gant 
„warunku. 
“, -Toi założywszy, uważam, iż gdyby linija AMB 

nie była mnicyszą od wszystkich tych, które ją 
obeymuja, tedy pomiędzy temi ostatniemi by- 

łaby linija krótsza od wszystkich innych, i ta 
byłaby mnieyszą od AMB albo przynaymniey 
jey równą. Niech będzie AGDEB (ta liniją g y= 
mującą; między dwiema linijami poprowadzmy 
w jakimkolwiek mieyscu liniją prostą PQ, któ- 
raby zgoła nie spotykała linii AMB, albo tylko 
jey dotykała. Linija prosta PQ jest krótszą od 
PCDEQ; a zatóm gdy za część PCDEQ podsta- 

wi się Mn j: prosta PQ, będzie linija obeymują- 

ca APQB krótsza od APDQB. Aże z założenia 
ta ostatnia powinna bydź krótszą od wszystkich, 
więc to przypuszczenie ostaćby się uie mogło; a 

zatóm wszystkie linije obeymujące, są dłuższe od 
ohjętey AMB. j> 

Uwaga. Podobnym zupełnie sposobem dowie- 

dlibyśmy, Ze linija wypukła i zachodząca na sie- 
bie AMB (fig. 9), jest krótszą od wszelkiey linii 
któraby ją zewsząd obeymowala, hądź to linija o- 
beymująca FHG dotyka AMB w jednym lub 
więcey punktach, bądź to że ją tylko obeymuje 

bez dotknięcia. 


l 
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- "PODANIE X. 


! PODANIE PRZYBRANE, 


- سیا 
Mając dane dwa okręgi współśrodkowe; „‏ 

można zawsze w większy wpisać wielobok 
foremny któregoby boki niespotykały روو‎ 
szego, 1160156 opisać mośna na mnieyszym 
okręgu wielobok foremny; któregoby boki 
niespotykały większego; ak. i$ w obudwóch 
tych przypadkach, boki wieloboku opisane- 
go i wpisanego, będą zamknięte między dwo- 

ma okręgami kót. 


Niech będą CA, CB (fig. 10) promienie dwóch 
okręgów danych. Przez pankt A poprowadź 
my styczną DE, kończącą się na większym o- 
kręgu w Di E; wpiszmy w większy okrąg ko- 
ła jeden z wieloboków. foremnych, co zrobić m0- 
„na zapomocą poprzedzających zagadnień; po- 
dzielmy potém łuki podparte przez boki na dwie 
części równe, i poprowadźmy cięciwy do tych 
półow łukn, tym więc sposobem mieć będziemy 
wielobok o podwóyney liczbie boków; ciągniy- 
my ten podział taku na połowy póły,aż pić przyy- 
dziemy do łuku mnieyszego od DRE. Niech tym 
łukióm będzie MBN (którego środek przypuść- 
my Że jest w B); jasno jest, że cięciwa MN, bẹ- 
dzie bardziey oddaloną od środka niż DE, i że 
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kszy 02246 5 foremnego, albo opisać na ` 


با 


więc jest, że wielobok opisany, mający za bok: 


Szym, a të wieloboki mieć hędą swe boki zawar- 


XIĘGA IY. 17 
wielobok foremny, którego MN jest bokićm nie 
może spotkać okręgu, którego promień jest GA. 

Przy takiém założeniu poprowadźmy CM, i 
CN, które spotkają styczną DE w P i Q; PQ 
» będzie bokiem wieloboku opisanego , na małym 
okręgu koła, podobnego wielobokowi w pisahe- 
mu w wielki, którego bokićm jest MN. Jasno 


PQ, nie może spotkać wielkiego okręgu kołe, bo 
| CP jest mnieysze od CM. 

A zatóm przez podobne wykreślenie można na» 
kreślić wielobok foremńy wpisany w wielki o- 
krąg koła i wielobok podobny opisać na mniey- 


| te między dwoma oktęgami kół. 
Uwaga. Gdy dane są dwa wycinki spółśrodko- 
| we FCG, ICH, można podobnie wpisać w wię: 


mnieyszym cżęść wieloboku podobnego, tak, że 
óbwody tych dwóch wieloboków zawarte będą 
między dwóma okręgami kół: dosyć jest dzielić 
łuk FBG koleją na 2, 4, 8, 16 it. d. czości rów- 
| PR ę ۱ 
tych, aż rzyydzie się do części mnieyszey od 
| DBE, "ㆍ 1 1 ^ 
| : ; M s " 
| Tu nazywamy część wieloboku foremnego, fi- 
| ^ F. PEU A . 
و‎ zakończoną szeregiem cięciw równych, w pr- 
sanych w łuk FG, od-jednego do drugiego jego 
końca. Ta część ma własności główne wielobo- 
|ków foremnych, ma ona kąty równe i boki równe, 
LEM , ㆍ ㆍ ㆍ 
Ji razem może bydź wpisaną i opisaną na kole; 
" ALA Tale wat اسو د‎ AAA 
jednak nie jest ona”częścią Wlasciwie zywanego 
2 
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wieloboku foremnego, tyllzo-w tertzzas-, gdy łuk 
podparty przez jeden z boków jego, jest wielo- 


,, krotna częścią całego okręgu. 


PODANIE XI 


TWIERDZENIE. 


Okręgi dwóch kół mają się do siebie jak 
promienie, a powierzchnie ich, jak kwadraty 
z promięni. 


Oznaczmy dla skrócenia przez okr. GA, okrag 


koła mający za promień CA (fig. 11): powiadam, . 


że mieć będziemy okr. CA : okr.OB: SCA 0B; 

Bo gdyby to podanie nie zachodziło, tedyby 
CA miało się do OB jak ośr. CA do czwartego 
terminu większego lub mnieyszego od okr. OB: 
przypuśćmy, że jest mnieyszy i niech będzie, je- 
żeli to bydź może, CA : OB :: okr. CA : okr. OD. 

W piszmy w okrąg kola. którego promień jest 
OB, wielobok foremny EFGKLE, takyiżby boki 
zgoła 'nie spotykały okręgu koła, którego pro- 
mień jest OD (10); wpiszmy. także wielobok po- 
dobny MNPTSM w okrąg koła, którego promień 
jest CA. 

Ponieważ te wieloboki są podobne, przeto ob- 
wody ich MNP5M, EFGKE, mają się do siebie 
jak promienie CA, OB koł opisanych (8); i mieć 
będziemy MNPSM : EFGKE : CA : OB. Aże z 


5 


założenia GA : 0B : rokr. CA : okr. 011 7 
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MNPSM + EFGKE : : okr. CA : okr. OD. Ta pro-‏ 
porcya jest niepodobna: ho obwód MNPSM jest‏ 
mnieyszy od okr. CA (9); a przeciwnie EFGRE‏ 
jest większy od okr, OD: więc niepodobieństwem‏ 
jest, aby CA miało się do OB, jak ońr. GA do‏ 
okręgu mnieyszego, niż jest okr. OB; czyli mówiąc‏ 
w wyrazach ogólnieyszych , niepodobieństwem‏ 
jest, aby promień miał się do promienia, jak,‏ 
okrag koła; nakreślony pierwszym prómientem,‏ 
do skręgu koła mnieyszego od ned nakreślo-‏ 
nego drugim promieniem.‏ 

Stąd wnosimy także, iż bydź TH może CA do 
OB, jak okr. CA do okręgu większego od okr.OB; 
bo gdyby to było, mielibyśmy, przewracając sto- 
sunki, OB do CA jak okrąg koła większy od 
okr. OB, do okr. CA; albo co toż samo jest, jak 
okr. OB do okręgu mnieyszego od okr. CA; aza- 
tóm promień miałby się dó promienia, jak'okrąg 
koła nakreślony pierwszym promieniem do 0- 
kręgn koła mnieyszego od okręgu nakreslonego 
drugim promieniem: co Adwiedliśy że jest. nie- 
podobieństwem. 
~ Ponieważ czwarty ter min proporcyi CA:0B: 
okr.CA.: X, nie może bydź ani mnieyszy, ani wię- 
kszy od olt OB, a zaiém bydź musi równy okr.OB; 
przeto okręgi kół mają się do siebie jak un pro- 
mienie. 

Zupełnie podobne rozumowanie i 3: KPN 
posłużą do dowiedzenia, że powierzchnie kół ma» 
ją się do siebie jak kwadraty z ich promieni. 

Nie będziemy wchodzili w inne szczeguły te , 


amia dy‏ کم mare; gołe ia „aka jworkrtą, ju,‏ نم د سی 
FU a. teh ofe walim‏ نمه oba‏ ره هبام Jo ma‏ 3 
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go podania, bo” jest onc tylko waioskiem naste- 
pus ۶ 

JH niosek. Łuki podobne AB, DE (fig. 12), ma. 
ją się do siebie jak ich promienie AC, DO, a wy- 
cinki podobne ACB, DOE. mają się do siebie jak 
kwadraty ztychźe promieni. 

Jakoż, ponieważ łuk! są podobne , kąt C jest 
równy katowi O (opis. 2. rięg. 5); ae kąt € ma 
się do czterech kątów prostych jak łuk AB do 
całego koła nakreslonego promieniem AC (7,2,) 

,akat O, ma się do czterech kątów prostych, jak 
łuk DÉ do okręgu nakreślonego promieniem OD; 
a zalóm te łuki AB, DE ; maja się do siebie jak 
okręgi kół których one są częścią: że zaś te okre- 
gi mają się jak promienie AG, DO, przeto Żuk 
AB:łuku DE:: AC:DO. 

Dla teyże samey przyczyny wycinki ACB, 
` DOE, mają się do siebie jak całe koła, te zaś jak 
kwadraty z promieni; azatém wyci, AGB: wyci. 
DOE :: AC: DO’, 


PODANIE XL - 


TWIERDZENIE, 


Powierzchnia koła jest równa mnogości 
z okręgu jego, przez połowę promienia. 


Oznaczamy przez pow. CA, powierzchnią ko- 
ła, którego promień jest CA, (fig. 15); powiadam 
że mieć będziemy paw. CA = 1 CA X okr, CA. 


E 


http://rcin.org.pl 


XIXGA IV. 21 

Bo, gdyby 1 CAX okr. CA, nie była powierz- 
chnią koła , którego promieniem jest CA,-tedy ta 
ilość byłaby miarą koła większego lub: mniey- 
szego ; przypuśćmy naprzód że jest miarą koła 
większego, i niech będzie , jeżeli to bydź może , 
4 CA X okr. GCA=pow. CB. 

Koło, którego promieniem jest CA, opiszmy 
wielobokiem foremnym DEFG i t. d. j-tóregoby 
boki nie spotykały okręgu koła, prającogo ża pro- 
mień CB (10); powierzchnia tego wieloboku ró- 
wnać się będzie jego obwodowi DE--EF+-FG+- 
i t. d., mnożonemu przez 1 CA, (7); ae obwód wie- 
loków jest większy od okręgu koła wpisanego, 
bo ten obeymuje go ze wszy i iol stron, a zatém 
powierzshnia wieloboku DEFG it. d., jest wię- 
kszą od ; AGxo£r. AC, która to ilość przez zało- 
żenie, jest miarą koła promienia CB; wielobok 
więc byłby większy od koła; aże ms n jest 
on mnieyszy, ho w nim jest zawarty, przeto nie- 
podobieristwém jest, żeby 1 CA Xokr. CA, była 
większaodpow.CA;czyli inaczey mówiąc,niepodo- 
bieństwćm jest, aby okrąg koła , mnożony przez“ 
połowę jego promienia, był miarą kota większego. - 

Powiadam powtóre: że taż sama mnogość, nie- 
może bydź miarą koła mnieyszego. Aby zaś nie- 
odmieniać figury, przypuśćmy, Że idzie rzecz o 
koło, którego promieniem jest CB; dowieść więc .. 
potrzeba, że 1 CBXokr. CB, nie może bydź miarą 
koła mnieyszego, EN B: kola, którego pro- 
anieii jest CA : jakoż niech będzie, jetók to hydi 
może, 1 CBxo&r, ČB = pow. CA. 
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Gdy zrobimy to samo wykreślenie coi wy. 
ley, powierzchnia wieloboku DEFG i t. d., mieć 
bedzie za miarę (DE+EP+FG+Fi it. 0.) xi CA; 
aże obwód DE + EF -- FG +it.d., jest mniey- 
szy od okr. CB, obeymującego wielobok ze wszy» 


stkich stron, a zatóm powierzchnia wieloboku ^ 


jest mnieyszą od 4 CA X ośr. CB, a tym bardziey” 
mnieyszą od 1 CB Xokr. CB; ta ostainia ilość 
przez zułódanię jest miarą koła; którego promień 

jest CA, wielobok więc byłby mnńieyszy od koz 

ła wpisanego , co jest niedorzecznością , przeto 

niepodobieństwem jest, aby mnogość z okręgu ko- 

ła przez połowę promienia,była miarą koła mniey- 

szego. 


Azatóm, nakoniee okrąg koła, mnożony przez 
połowę jego promienia, jest miarą tegoż koła. 1 
Wniosek I. Powierzchnia wycinka równa się 


łukowi tegoż wycinka, mnożonemu przez połowę 
promienia. 


Bo, wycinęk ACR (fig. 14), tak się ma do caie- 
go koła, jak łuk AMB do całego okręgu koła ABD 
(17,2.); albo jak AMBx1 AC do ABDXx1AC. Aie 
koło cale = ABDx 1 AC; przeto wycinek ACB, 
ma za miarę AM Bx; ŁAC. 


m niosek 11. Nazwiymy m, okrąg koła, które- 
go średnicą jest jedność; ponieważ okręgi kół 
mają się do siebie jak ich promienie lub jak ich 
$rednice,przeto ułożyć możemy tę proporcyą: śre- 
dnica 1, do okręgu m, jak średnica د‎ 6۸ do okig- 
gu promienia CA (fig. 11); tak iż mieć bedzie» 
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X لد د‎ GA IV. "a9 4 
my 1:7:4 20A :okr.CA; azatém okr. CA=3aXCA. 
Pomnożywszy obie strony tey równości przez 
1 CA, mieć będziemy 4 CA X okr. CA =aX ÜA; 
czyli pow. CA — 7. CA; azatóm: powierzchnia 
koła jest równa mnogości z kwadratu jego pro- 
mienia przez liczbę stałą m, wyrażającą. okrąg 
koła, którego średnicą jest 1, czyli wyrażającą 
stosunek okręgu koła do średnicy. 
Podobnym 0 powierzchnia koła, ma- , 
jącego za promień OB, będzie równa rx OB’; 
ale rX CA: 7 XOB’ :: CA’: 01 ز‎ azatóm po~ 
<wierzchnie kół mają sig do siebie jak kwadraty 
z ich promieni: co się zgadza z poprzedzającóm 
twierdzeniem. + 
Uwaga. Powiedzieliśmy już byli, że kwadra- 
tura kola, zależy na wynaleZieniu kwadratu ró- 
wnego co do powierzchni kou, którego promień 
jest znany; teraz zaś dowiedliśmy, że koło jest. 
równoważne prostokątowi wystawionemu na 0- 
kręgu koła, a mającemu za wysokość połowę pro- 
`- mienia; ten zaś prostokąt zamienia się nakwa- 
drat, biorąc średnią proporcyonalną między dwó- 
ma jego wymiarami (pod. 6 xięg. 5); azatćm, po- 
danie tyczące się kwadrowania koła, przywodzi 
się do znalozienia okręgu jego, gdy znany jest 
promień; na to zaś potrzeba poznać stosunek 0- 
kręgu koła do promienia albo do średnicy. 


Dotychczas ten stosunek oznaezguo s zma 
bém przybliżonym; lecz to przybliżenie tes po- 
sunione było daleko, że wiadomość nawet do- | 
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kładnego stosunku, nieprzyniosłaby zgoła wie: 
kszey عا‎ korzyści, nad wiaćomiość stosunku 
przybliżonego. To zagadnienie, które tak wielu 
zatrudniało Geometrów, wtenczas, gdy sg osoby 
przybliżenia były mniey znane, „dzisiay policzo- 
ne jest do rzędu zagadnień próżny ch i jałowych, 
któremi tylko zatrudniają się ci, którzy zaledwo 
pierwsze mają wiadomości ia 

Archimedes dowiodt, że stosunek okręgu ko- 
ła do średnicy, zawarty jest migday, 51$ 3 918 
a tak 53 czyli 32 jest w arltością już bardzo przy=y, 
bliżoną do liczby, którąśmy przez z mianowali. 
To pierwsze przybliżenie jest częstego użycią 
dla swojey prostości. /feciusz na tęż same licz- 
bę znalazł wartość $3, daleko bardziey przy- 
bliżoną. VVreszcie wartość 7 rozwiniona af 
do pewnego porządku ułamków” dziesiętnych, 
znaleziona była przez innych Rachmistrzów 
5,14159265558g7g32 it. d.; i mieli nawet cierpli- 
wość przedłużyć te dziesiętne aż do sto dwódzie- 
stego siódmego, owszem nawet ۵۶ do sto czterdzie- 
stego rzędu liczb dziesiętnych. Oczy wiście, takie 
przybliżenie wyrównywa rzeczywistey wartości,” 
i nieznamy lepiey pierwiastków potęg niedokła- 
dnych. 

VV. następnych podaniach wyłożymy dwa nay- 
prostsze początkowe sposoby na "Poe tych 
przybliżeń. 
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PODANIE XII. 


ZAGADNIENIE. 


Majqc dane powierzchnie wieloboku fore- 
mnego wpisanego i wieloboku podobnego o- 
pisanego, znaleść powierzchnie wieloboków 
foremnych wpisanego i opisanego o podwóy- 
ney liczbie boków.. i 


Niech będzie AB (fig. 15), bok wieloboku da- 
nego wpisanego ; EF równoległe do AB; bok 
wieloboku podobnego opisanego; C środek koła: 
gdy damy cięciwę AM, i styczne AP, BQ; cię- 
ciwa AM będzie bokiem wieloboku wpisanego 
o podwóyney liczbie boków, a zaś PQ, podwóy- 
_ ne względem PM, będzie bokićm wieloboku po- 
dobnego opisanego (6). Ponieważ toż samo wy- 
kreślenie zachodzić będzie we wszystkich kątach, 
równych kątowi ACM, przeto dosyć jest roz- 
ważyć sam tylko kąt ACM , a troykąty w nim 
zawarte, będą się miały do siebie, jak wielohoki 
całkie. Niech będzie A powierzchnią wielobo- 
ku wpisanego; którego bokiem jest AB; B, po- 
wierzchnią wieloboku podobnego opisanego; A. 
powierzchnią wieloboku, którego AM, jest bo- 
- kiem; B', powierzchnią wieloboku podobnego به‎ 
pisanego: A i B są znane; chodzi nam teraz o 
wynalezienie A' i B? 

10 Troykaty ACD, ACM, których wierzchołek 

" ^ " 
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26 GEO ms TRYL 
wspólny jest w A, mają się do siebie jąk ich pod- 
stawy CD, CM, aże te troykaty mają się także 
do 064 Ha TTI ^ i A' których są czę- 
$ciami, azatém A: : CD: CM.  Troykąty 
CAM, CME, E ibisth otek wspólny, jest 
M, mii sie do siebie jak ich podstawy CA, CE; 
162 same za$ troykaty mają się do NUM jak 
wieloboki لک‎ i B, których są częściami; azatém 
A': B:: GA; CE. Ale z przyczyny równoleglo- ` 
ści liniy AD, ME, mamy CD: CM :: CA: CE; 
azatém A: A':: A': B; więc wielobok A' jeden z 
szukanych, jest średnio propor cyonalnym między 
dwóma wielobokami zuanemi A i B; a następnie 
A'=/AXB. 
29 Z pr zyeryny w spólney wysokości GM, troy- 
| kat CPM ma się do troykąta CPE, jak PM do 
PE; aże linija CP dzieli kąt MCE na dwie ró- ^ 
wue części, przeto mamy (17,5) PM: PE :: CM v; 
CE::CD:CA::À:A5 azatém CPM : CPL: Zt 
MES tiri A, a następnie . £PM»CPM ې‎ CPE czyli 
CME::A: A شا‎ Ae CMPA czyli 3 CMP i 
CME, mają się do siebie jak wieloboki B' i B, 
których są częścią; azatém B': B::2A: AHA. 
Jui zadeterminowaliśmy A’, lo nowe podanie za», 
2AXB 
AA za pomo- 
cą więc wieloboków A i B łatwo jest znaleść 
w i A'i B' które mają. dwa razy więcey bo- 
ków, 


del DG B, i będzie B= 
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PODANIE XIV. 


~ q4AGADNIENIE. 


Znaleść stosunek przybliżony okręgu koła 
do średnicy. 


"Niech będzie promień koła ==1, bok kwadra- 
tu wpisanego będzie V د‎ f(5), bok zaś kwadratu 


„opisanego będzie równy średnicy 2; powierzch- 


nia więc kwadratu wpisanego == 2, a powierzch- 
nia kwadratu opisanego = 4. Jężeli teraz po- 
łożymy A =2, B==4, znaydziemy prias poprze- 
dzające zagadnienie oóśmiobok wpisany A ۷ 
16 

2-+yv8 

5,5157085. Mając tym sposobém zpane ośmio- 
Loki wpisany i opisany, znaydziemy za pomocą 


x=», 0284271, a ośmiobok opisany B=- 


ich- 그 o podwóynóg liczbie boków; na- 
leży znowu założyć Azz 2,8284271, 2—35, ,3137085, 


a mieć będziemy A'— ۷ ۵ X B = 5,0614 4074 ,- a 
2AXB 


B= AAC 5 „1829979; Te NES و‎ 아수 : 


10 bokowe, posłużą do poznania wieloboków o 
$3 bokach, i tak daley pociągniemy, a2 póki. 
rachunek nie przesianić Čawać różnicy, między, 
wielobokami wpisanym i opisanym, przy naxmniey 
w porządku liczb dziesiętnych najakin przesta- 
jemy, a który w tym przykładzie jest siódmy. 
Gdy przyydlziemy do tego punktu, wniesiemy, żę 
i 1 
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28 


| koło jest równé ostatniemu wypadkowi, gdyż ko- 
ło zawsze jest zawarte między wielobokiem wpi- 
sanym i opisanym; azatóm, jeżeli te wieloboki 
nie różnią się zgoła od siebie, aż do pewnego rzędu 
liczb dziesiętnych, tedy i koło, aż do tegoż rzędu 
liczb nie będzie się różniło. 

Podajemy tu rachunek tych wieloboków, po- 
suniony tak daleko, iż nieróżnią się zgoła w sió- 
dmym rzędzie dziesiętnych. 


Wieloboki wpisane, Wieloboki opisane, 


+ . « 4,0000000 
i 1350197000 

Eph 3,1825979 : 
+». 5,1517249 

..5,1441184 

«40: 02.1493990( - 
<o 6 01417004 
e 3,1416521 
ㆍ, + 5,1416025 
2 V8,1415991 
75 
. .5,1415928 
«+ 5,1415927 
«..5,1415g206. 


Í 


۰ 


ㆍ + 2,0000000 . 


sud: «930904971 2. 
. .5,0614674 , 


د 4,43,1214451% 


.. e. 


|. -9,1900485 . 


+ . „ 90,1403213 


+. .3,1412772 .. 
+ SA, دش‎ 1 


+ ..5,1415729 . 
. «+ 3,1415877 
. .5,1415914 , 
و‎ 2,4815099 ir 
+ + OVE 19 Fw + 
+.3,1415926.. , ; 


boków, 


Liczba 


Zkąd wnosimy,że powierzchnia koła=3,1415g926. ; 


` Moglaby wątpliwość zachodzić w ostatniey licz- 
bie dziesiętney, z przyczyny części zaniedbanych; 
lecz tu rachunek robiony był jedną liczbą wię- 
cey dzićsiętnych: ato dla tego, aby bydź pewnym 
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o wypadku teraz znalezionym, aż do ostatniey 
liezby dziesiętney, 


Ponieważ powierzchnia koła jest równa pół. 0 
kręgowi kola mnożonemu przez promień ; gdy 

zaś promień jest 1; pół okręgu koła jest 5,1415926; 
albo raczey gdy średniea jesta, okrąg koła jest 
3,1415926; przeto stosunek okręgu koła do'$re- 
dnicy oznaczony wyżey przez 1==3,1410926. 


TEOT ANTE AV. 


TWIERDZENIE PRZYBRANE 


Troykąt CAB (fig. 16), jest równowa£ny 
tróykątowi równoramiennemu DCE, mają- 
cemu tenże sam kąt C, i którego bok CE ró- 
wny bokowi CD, jest średnio-proporcyonal- 
ny między CA i CB. Nadto, je£eli kąt CAB 
jest. prosty , prostopadła CF, spuszczona 
na podstawę tiróykąta równoramiennego , 
będzie średnio - proporcyonalną między bo- 
kiem CA'*i pół summą boków CA, CB. 


Jakoż 19, z przyczyny kąta wspólnego C, 


—— 


+ . 

Przestroga.Podania,gwiazdeczką naznaczone,w pier- 
wszćm wykładzie tey nauki, bez przerwania ciągu o- 
puszczone bydź mogą: po przeyściu jednak wszystkich د‎ 
xiąg, w czasie powtarzania wyłożone bydź mają. 
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troykąt ABC ma sie do troykata równoramien- 
nego DCE, jak ACX CB: DCx CE czyli DC” 
(24, 5); te więc Lroykąty będą równoważne, je- 
żeli DU = AC x CB, czyli jeżeli, DC , jest sre“ 
dnio-proporcyonalnym między AC i CB. 

20 Ponieważ prostopadła CGF, dzieli kąt , 
ACB, na dwie części równe, przeto mamy 675) 
AG:GB:: AC: CD, skad składając otrzymamy; 
AG ; AG + GB czyli AB:: AC : AC ب‎ CB; aže 
AG ma się do AB, jak troykat ACG do troy 

kąta ACB, czyli 2GDF, nadto jeżeli kąt A jest. 
prosty; tedy troykąty prostokątne ACG, CDF 
będą podobne i dadzą ACG: GDF : SAQUE, 
przeto í ١ 


AC: : 1AC:AC+6GB. 


Pomnożywszy drugi stosunek przez AC, po- 
przedniki st staną się równe, a następnie mieć bę= 


dziemy 2077 = AG x (AC + CB); czyli CH” == 
ACx baze TS 


2 
prosty, tedy prostopadła : ČE jest średnią pro- 
porcyonalną między bokiem AC i pół summa bo= 
ków AC, CB. 


4 
; azalém 2° jeżeli kąt A jest 
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*PODANIE XVI 


a ZAGADNIENIE. 


Znaleść koło tak mało się róśniące od 
wieloboku danego foremnego, ile sami tyl- 
ko zechcemy. 


s ( 

Niech będzie neprzyklad dany (fig. 17) kwa- 

drat BMNP ; ze środka jego C, spusémy prosto- 
padłą CA na bok MB, i daymy CB. 1 

„ Koło zakreślone promieniem CA, bedzie wpi- 

sane w kwadrat, a koto zakreślone promieniem, 
CB opisane. będzie na tymże kwadracie ; pier- 
wsze jest mnieysze , a drugie większe od kwa- 
dratu: chodzi nam teraz o ścieśnienie tych granic. 
Weźmy CD i CE, równe każda w szczególno- 

ści średniey proporcyonaluey między CA i CB, 

i poprowadźmy ED. 05 równoramienny 

+: CDE będzie równoważny troykątowi CAB (5,1) 
"toż samo zróbmy z każdym z ośmiu troykątów 
składających. kwadrat; tym sposobem utworzy= 
my ośmiobok foremny równoważny kwadrato- 

. wi BMNP. Koło zakreślone promieniem CF, 
średnim proporcyonalnym między CA i aa 
pędzie wpisane w ośmiobok , a koło zakreślone 
promieniem CD, będzie na nim opisane. A tak 

- pierwsze będzie mnieysze,.a drugie większe 8 
 kwadgatn danego. Jeżeli podobuym sposobém za- 


a . “^ 
e 고 
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: ١ 

gą" sos APRI 

mienimy troykat prostokątny CDF na troykat 
równoramienny jemu równowaźny, atwoczymy 7 
przez to wielobok foremny o szesnastu bokach, ró- 
wnowazny kwadratowi danemu. Koło wpisane 
w ten wielobok, będzie mnieysze od kwadratu, a 
opisane na tym wieloboku, będzie większe od 
kwadratu. 

Można tym sposobćm «ciągnąć daley dopóty, 
aż póki stosunek między promieniem koła wpi- 
sanego i promieniem koła opisanego, nie będzie 
się tak mało różnił od równości, ile sami ze- 
chcemy. A wówczas oba te koła uważane bydź 
mogą, jako równoważne .kwadratowi podanemiu. 


Uwaga. Szukanie koleynych promieni do. te- 
go się prd wada, Niech a bedzie promieriem 
koła wpisanego w jeden z wieloboków znale- 
zionych ; b, promieniem koła opisanego na tym- 
Że wieloboku: niech podobnie będą «'i' pro- 
mienie tyczące się wieloboku następnego; mają= 
cego dwa razy większą liczbę boków. Podług 
tego, cośmy dowiedli, &' jest średnio - propor- 
cyonalném między a i6, a zaś a' jest średnio= | 


D , ٤ i a b ㆍ AE 
proporcyonalném między ai ; taki mieć 


Ma-‏ و 


będziemy %'= Va xb, 3 zaś a = 


jąc więc znane promienie a i doe Ta- 
two znaydziemy promienie a 1 5 winLodua nå- 
stępnego : i tak daley pociągniemy, aż pon ró- 
£nica między promieniami stanie się niewidoczną, 
a wówczas, którykolwiek z tych promieni, bę: 
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X EĘGA IY. 33 
dzie promieniem koła równoważnego kwadrato- 
wi, albo wielobokowi podanemu. 

Ten sposób łatwo użyty bydź może w lini- 
jach, gdyż zasadza się on na wynaydowaniu śre- 
dnich proporcyonalnych koleynych między lini- 
jami znanemi; lecz nie równie lepiey się używa 
w liczbach, i jest jeden ze sposobów naydogod- 
nieyszych, jakie geometrya początkowa podać 
nam może do prędkiego wynalezienia stosunku 
przybliżonego okręgu koła do średnicy. Niech 
będzie bok kwadratu = 2; pierwszy promień 
wpisany CA będzie 1, a pierwszy promień opi- 
sany CB będzie V2 czyli 1,4142156. Uczyniwszy 
więc a=1,b—=1,4142156,znaydziemy 6 و 892071 درد‎ 
a a =1,0986841. Te liczby posłużą do wyracho- 
wania następnych promieni podług tegoż prawa. ` 

Przytaczamy tu wypadek rachunku wykona- 
nego aZ do 7 lub Gcyfer przez zwyczayne tabli- 
ce logarytmowe. 


Promienie kół opisanych. Promienie kół wpisanych, 


1,0000000 ».4 24« « , 1,4142136 
1,0986841 . . . . 1,1892071 
151210008 + « نه » 2;1400500'%16 
1,1205659 . . . . 1,1920140 
31279257 . « وا .-. , 1,1292862 
e 2,1382057‏ . 11286063 


ㆍ 
ㆍ 
ㆍ 
ㆍ 


Ponieważ pierwsza połowa cyfer jest taż sa- 
ma po obu stronach, przeto zamiast średnich 
5 
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54 GEOMETRY I 
geometrycznych, można brać średnie arytmety- 
czne , które się tylko w ostatnich znakach dzie- 
sięlnych różnić będą. Tym sposobém działanie zna- 
cznie się skraca, i wypadki są: 


1,1284360 . s « «« . « « 1,1283508 
16205995 « nw u „(606 4 11203724 
2,1285827 . . « « « « « » 10205754 
2,1283801'4 s «4 s . e 194283787 
1,Ł28379Ż « « e v + 4. . 1,128379E 
1,1283792 « « « « s « * 1 142285702 
e i 1 
Azatém 1,1285792 jest prawie promieniem koła; 
równego co do powierzchni kwadratowi, kióre« 
go bok jest 2. Stąd łatwo jest znaleść stosunek 
okręgu koła do średnicy, gdyż mamy dowiedzio= 
no, że powierzchnia koła jest równa kwadrato- 
wi z jego promienia, mnożonemu przez liczbę a; 
gdy więe podzielimy powierzchnią 4, przez kwa- 
drat z liczby 1,1285792, mieć będziemy wartość my 
która ztego rachunkn wypadnie taką 5,1415926....5 
jest to AIRE kaza jakąśmy innym 78 
otrzymali. 


* DODATEK DO KSIĘGI IV. 
OPLISANIE. 


I. Nazywamy naywiększość (maximum), ilość 
naywiększą między wszystkiemi tegoż gatunku 
ilościami; nayfhnieyszość zaś (minimum), nêy» 
mnieyszą,. 


X 
` 
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I tak średnica koła jest naywiększość czyli ma- 
simum, między wszystkiemi linijami łączącemi 
dwa punktą okręgu koła; a prostopadła jest nay- 
mnieyszość czyli zninimum między wszystkiemi 
linijami prostemi z jednego punktu danego po- 
prowadzonemi do linii prostey daney. 
11. Nazywamy figurami równo د‎ obwodowemi 
czyli isopery ic Kłaj (isoperimetres), te któ- 
re mają obwody Tówne V 


* PODANIE PIERWSZE. 
TWIERDZENIE, 


Między wszystkiemi troykątami jedney 
podstawy i jednego obwodu, troykąt maxi- 
mum jest ten, w którym dwa boki 112606167 د‎ 
minowane są równe. 


Niech będzie AC=CB , AM MB= ACH. CB 
(Fig: 18); powiadam, Ze troykat równoramienny 
ACB jest większy jak troykąt AMB; mający te2 
samę podstawę i tenże sam obwód co i troykąt 
ACB. 

Z punktu C, jako środka promieniem CA—CB, 
żakreślmy okrąg kola; który spotka CA. prze- 
dłużone w D; daymy DB; kąt UBA wpisany 
w półkole ; ae prosty 5, 2). Przedłuż mó, 
prostopadłą DB ku N; zrobmy MN = MB, i day- 
my AN. 

Nakoniec z punktow M i C, spuśćmy MP 
i EG, prostopadłe do DN. Ponieważ CB = == (b, 

9 
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a MN — MB, przeto AC --CB— AD, AM + 
MB=AM--MN. Aze AC + CB. — AM + MB, 
azatém AD=AM + MN; więc AD>AN: jeżeli zaś 
pochyła AD jest większa od pochyley AN, tędy 
pierwsza musi bydź bardziey oddaloną od pro- 
stopadley AB; a zatém DB>BN; د‎ 70 BG po- 
' towa BD (12, 1), będzie większa od BP poło- 
wy BN. Lecz troykąty ABC, ABM, mające tęż 
samę podstawę AB, mają się do siebie jak ich 
wysokości BG, BP; więc ponieważ BG > BP, 
przeto troykąt równoramienny ABC, jest większy 
od troykata nierównoramiennego ADM teyże pod- 
stawy i tegoż obwodu. 

^ a 4 هج‎ 

x *PODANTE; TE 


LA = 


TWIERDZENIE 


Migdzy mielobokami równoobwodowemi o 
jednakiey liczbie boków , wielobok maximum 
ma boki równe. 


Jakoż niech będzie ABCDEF, (fig. 19), wie- 
lobok maximum ; jeżeli bok BC nie jest równy”. 
bokowi CD, zróbmy na podstawie BD, troykąt _ 
równoramienny BOD równoobwodowy z troy- 
kątóm BCD. Troykąt BOD będzie większy od 
BCD (pod. 1); a następnie wielobok ABODEE 
będzie większy od ABGDEF, azatém ten osta- 
tni nie będzie maximum między temi wszyst- 
kiemi wielobokami, które mają tenże sam ob- 
د د‎ bera 33 tma, kolay تبه‎ 


3 4 Cu "AN |” 
m 24579 59. at H 
TĘ a 1 
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wód, i tęż same liczbę boków, ca się sprzeci- 
wia założeniu. Więc bydź powinno BC = CD: 
przez podobne rozumowanie mieć będziemy 
CD=DE, DE — EF it. d.; a zatéia wszystkie bo- 
ki wieloboku marimum, są równe sobie. 


*PODANTLE III. 


TWIERDZENIE 


Ze wszystkich troykątów utworzonych 
z dwóca boków danych , czyniących między 
sobą jakikolwiek kąt dowolny, maximum jest 
ten, w którym dwa boki dane czynią kąt 


prosty. 


Niech będą dwa troykąty BAC, BAD (fig. 20), 
mające bok AB wspólny, a bok AC = AD; jeżeli 
kąt BAC jest prosty, powiadam Ze troykąt BAG 
będzie większy od troykąta BAD, mającego kąt 
w A ostry albo rozwarty. 

Jakoż; ponieważ podstawa AB jest wspólna, 
przeto dwa troykaty BAC, BAD, mają się do 
siebie jak ich wysokości AC, DE; aże prostopa- 
dła DE jest krótszą od pochyłey AD albo jey 
równey AC, azatém tróykat BAD jest mnieyszy 

1 od BAC. 
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*POPANIE IV, n 
TWIERDZENIE, 


Ze wszystkich wieloboków utworzonych z 
boków danych , a ostatniego tylko dowolnie 
branego و‎ wielobok maximum jest taki, że ` 
wszystkie jego kąty wpisane bydź mogą w 
potokrag koła, w którym bok nieznany jest 
średnicą, 


Niech będzie ABCDEF (fig, 21), wielobok nays 
większy, z wieloboków utworzonych z boków 
danych AB, BC, CD, DE, EF i boku ęstatniegą 
AF, dowolnie wziętego. Poprowadźmy przeka- 
ine AD, DF. Jeżeli kąt ADF nie jest prosty, 
możpa zachowując części ABCD, DEF, lakiemi 
jakiemi są, powiększyć woykąt ADF, a nastę» 
pnie cały wielobok, czyniąc kąt ADF prostym, 
stosownie do podania poprzedzającego; lecz ten 
wielobok nie może bydź „powiększony, gdyż za- 
kładamy, że przyszedł do swojego masimu; azaz 
tem kąt ADF jest katém prostym. 60 jest” 
2 katami ABF, ACF, AEF; azatém wszystkie ka» 
` ty A, B, C, D, E, F, wieloboku maximum, są w pi- 
sane w półokrąg koła, w którém bok nieoznaczo- 
ny AF jest średnicą jego. à A 

Uwaga. o podanie. nastręcza nam pytanie, La i 
jest : azali jest wiele sposobów utworzenia wie- ' 
loboku z boków danych, i jednego nieznanego; 
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kebżyky był średnicą pół okręgu koła, w które . 
inne bokt są wpisane. Nim rozwiążemy to pyta- '- 
nie, uważać potrzeba; że gdy jedna cięciwa AB 
(fiy. 22),podpiera łuki zakreślone różnemi promie- 
miami AU, AD; kąt w środku, wsparty na tey 
gięciwie, będzie naymnieyszy w kole, którego 
promień jest naywiększy; tak ACB < ADB. Ja- 
ko£ kąt ADO = ACD + GAD (27,1); 2 
ACD < ADO; a pod wajajac obie strony, mieć bę- 
dziemy ACB < ADB. 


*PODANIE V.- 


abb اک دد داب‎ co rire 


Jeden jest tylko sposób u!'worzenia wie- 
loboku ABCDEF (fig. 21), z boków danych 
i ostatniego nie znanego, będącego średnicą 
półokręgu koła, w którć inne boki są wpi- 
sane. i 

d * 
Przypuśćmy bowiem Że znaleźliśmy koło, za- 
dosyć czyniące teinu pytaniu: jeżeli weźmiemy 
koło większe, cigeiwy AB, BC, Cb, i t. d. odpo- 
wiedzą kątóm w środku mnieyszym. Summa tych 
kątów w środku, będzie mnieyszą od dwóch ką- 
tów prostych ; azatém końce boków danych nie 
„padną już na kostce średnicy, Nieprzyzwoitość 
przeciwna zaydzie, gdy wezniemy koło mniey- 
sze; azatóm wielobok, o jakim jest mowa; tylko 
w jedno koło wpisany bydź może. 
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Uwaga. Dówólnie odmieniać można porządek 
boków AB, BC, CD, i t. d., a średnica koła opi- 
sującego zawsze będzie taź sama tak jak i powierz- 
chnia wieloboku : bo jakikolwiek będzie porzą- 
dek Beków AB, BC, i t.d., dosyć jest, aby ich 
summa składała półókrąg koła i a wielobok za- 
wsze mieć będzie tęż game powierzchnią : gdyż 
ta równa się ito des ZGONY koła mniey ucinkami 
` AB, BC, i t. d., których summa zawsze jest taà 
sama. 


*PODANIE VI 


TWIERDZENIM. 


Ze lwszystkich wieloboków utworzonych z 
boków danych, naywiększy czyli maximum 
jest ten, który wpisany bydź może w koło. 


Niech będzie ABCDEFG (fig. 25), wielo- 
bok wpisany, i abcdefg wielobok niedający się 
wpisać, ntworzone „z boków równych , tak, że 
AB= ab, BC x= be, i t.d. , powiadam, ż że wielobok 
wpisany jest większ od drugiego. 

Daymy średni L.poprow ŻE AM, MB: 
ni ab — AB, wystawiny troykąt abm = ABM, 
i poprowadźmy em. 

Na mocy podania 1v, wielobok EFGAM jad 
większy od wieloboku efgam; przynaymniey 
gdy ten ostątni nie może bydź podobnie wpisa- 
ny w półokrąg koła, któregoby bok em był 
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średnicą; w takim przypadku, na mocy poda-‏ 
nia v, dwa wieloboki byłyby równe., Dla po-‏ 
dobney przyczyny wielobok ED GBM jest więk-‏ 
szy od wieloboku edcbm, wyjąwszy tenże przy-‏ 

padek równości: bo jeden jest wpisany w koło, 
a drugi przez założenie nie daje się wpisać. Aza- 
tém cały wielobok 1 VFGAMBCDE jest wiekszy 
od efgambcde, gdy te nie są całkowicie równe 
sobie: lecz takiemi nie są, bo jeden jest wpisany 
w koło , a drugi przez założenie nie daje się wpi- 
sać, azatem wielobok wpisany jest większy. Od- 
ciągnąwszy od obudwóch tych wieloboków troy- 
kąty równe ABM, abm, pozostanie wielobok 
wpisany ABCDEFG większy od wieloboku nie- 
dającego się wpisać abedefg. 

Uwaga. Podobnie się dowiedzie jak w poda- 
niu v, Że jedno tylko koło tu bydź może, a na- 
stępnie, że jeden tylko wielobok jest mari- 
mum, który zadosyć czyni pytaniu, iten wielo- 
„bok będzie jeszcze teyZe samey powierzchni, ja- 
kimkolwiek bądź sposobém odmieni się*por ządek 
boków. 


ORAE AN Ra OE E 


TWIERDZENIE. 


JF ielobok foremny jest naywiększy czyli 
maximum, między wszystkiemi wielobokami 
równoobwodowemi o równey liczbie boków. 


Jakoż podłog podania u, wielobok mawimum 
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ma wszystkie boki równe, a podług podania po- 
przedzającego » taki-wiełobok daje się wpisać w 
koło; azalém jest on foremny. 


*PODANIE VIII, 


ZADANIE PRZEBRANE, 

Dwa kąty w środku , mierzone łukami 
dwóch różnych kół , mają się do siebie jak 
łuki między niemi zawarte , dzielone przez 
ich promienie. > Pa 


To jest, Ze kąt C (fig. 24), ma sig do kata O 
jak stosunek $t do stosunku DO 

Promieniem OF, równym AC, nakreślmy łuk 
FG, zawarty między ramionami "przediuZone- 
mi OD, OF. Z przyczyny promieni równych 
AC, OF, mieć będziemy: C: O : : AB: FG (17). 

LUC LAE. FEX Y . 

czyli :: SC FO Z przyczyny zaś łuków podo- 


bnych FG, DE, mamy (11), FG:DE::FO: DO; 


el 


azatém stosunek d jest równy stosunkowi 


٩ dovuti : AB DE 
i mamy następnie C: p: AG” Dj 


DO? 
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FOAM ER CIR 


U 


TWIERDZENIE, 


Z dwóch wieloboków .foremnych równo- 
obwodowych, ten jest naywiększy, który ma 
naywiększą liczbę boków. 


Niech będzie DE (fig. 25) połową boku jedne- 
go z wieloboków , O jego środek, OE apothe- 
7na czyli prostopadła spuszezona ze środka wie- 
Joboku na bok 1680: niech AB będzie połową 
boku drugiego wieloboku , którego środkiem jest 
C, a zaś CB apathemą. Przypuszczamy, że środ- 
ki O 1 6 położone są w jakieykolwiek odległo- 
ści OC, a ده‎ apothemy OE, CB sa w kierun- 
ku OC; atak DOE i ACB, “beda polowy kątów 
w środka wieloboków ; a ponieważ te kąty nie 
są równe, przeto linije CA, OD, przedłużone spo- 
tkają się z sobą w phukcie F; z tego punktu spuść- 
my na OC prostopadłą FG; z pun! tów O i C, jako 
Środków zakręślmy łąki Gi; GH RA się 
na bokach OF, CF. 


To zato£y wszy; mieć będziemy, przez poprze- 


dzające podanie przybrane, O:€: Ud: cało 


DE, ma.się do pierwszego obwodu wielo bok y, 
jak kąt O, do ezierech kątów prostych, i AB. 
do obwodu. drugiego wieloboku, jak kat € do. 
سا‎ kątów prostych; azatćm, poniew aż ob- 
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wody wieloboków są równe, DE : AB::Q:C 
LAU GI GH 
czyli DE: AB :: oG TG 
przedniki przez OG a następniki przez CG, mieć 
bedziemy DEXOG:ABXCG::GI:GH, و‎ 
kąty podobne ODE,OFG-daja OE : 0:6 
skąd wypada DE x 0G — OEXFG ; oS 
mieć będziemy AB x CG — CBXFG; azatém 
OEXxFG:CBxFG ::GI:GH, czyli OE: CB: 
GI: GH. Jeżeli więc pokażemy, że łuk GL jest 
większy od łuku GH, stąd wypadnie, że apothe- 
ma OE jest większą od apothemy CB. 

Z drugiey strony boku CF zrobmy figurę 
CKz całkiem równą figurze CGz, tak, że 
CK = CG, kat HCK = HCG, i łuk Kz = z6; 
linija Keil KzG obeymie łuk KHG, i bę- 
dzie większą od tego łuku (9); azatém Ga, po- 
łowa linii krzywey, jest większa od GH połowy 
tego łuku; a tym bardziey GI jest większe 
Gd GH. 
^ Z tego wypada, że apothema OE, jest więk- 
szą od CB: aże dwa wieloboki, jednego obwo- 


Pomnożywszy po- 


du mają się do siebie jak ich apothemy (7), aza- 


tém wielobok mający DE za połowę swego bo- 
ku, jest większy od wieloboku mającego AB za 
połowę boku. Pierwszy wielobok ma więcey bo- 
ków, gdyż kąt jego w środku jest mnieyszy; aza- 
tém z dwóch wieloboków równoohwodowych, 
ten jest większy, który ma większą liczbę boków. 


u 
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A i 


P PO. BABE D X 


TWIERDZENIE. 19) 
Koło jest większe od wszelkiego wielobo- 


ku równo-obwodowego. 


Dowiedliśmy już, Ze ze wszystkich wieloboków 
równoobwodowych o jednakiey liczbie boków, 
wielobok foremny jest naywiększy; przeto cho- 
dzi nam tylko o porównanie koła z jakimkolwiek 
wielobokiem foremnym równoobwodow ym. 

Niech będzie AI (fig. 26), połową boku tego 
wieloboku, którego C niech będzie środkiem. 
Niech będzie w kole równoobwodowym kąt 
DOE -— ACÎ, a następnie łuk DE równy poło- 
wie boku AI. Wielobok P ma się do koła C, 
jak troykąt AGI do wycinka ODE; atak mieć 
będziemy, P:G::4AIXxCI:2 DEXOE :: CI : OE. 
Niech będzie poprowadzona do punku E, sty- 
czna EG, która spotka OD przedłużone w pun- 
kcie G, a troykąty podobne ACI, GOE dadzą pro- 
I CI:OE:: AI czyli. DE : GE; azatém 
pe >DE czyli jak DE x $} OE, co jest mia- 
rą w Paa DOE, do GEXĄ OE, co jest miarą 
troykąta GOE; ale wycinek jest większy od 
troykąta, przeto P jest większe od C, azatém 
koło jest większe od wszelkiego wieloboku ró- 
wnoobwodowego. 
یه‎ Dawes rie fo. f 4, Tatar, سن € ملول‎ Ra R; 


PETA t 
yit FX. ebata 나 Plama der £ labardi 2 ens 

d 8 ———(e€—— 
pe m. € ` mic En 6T. 


dwu loire notos demu 


A 


٩ 
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XTEGCA.V. 


PLASZCLYZNY X KATY BRYLOWE 
OPIS ARN BRB; 


1. Linija prosta jest prostopadłą do płaszczy = 
zny,gdy jest prostopadłądo wszystkich liniy pro- 
stych, przechodzących prźeź jey spodek na pła= 
Szozyznie (pod.4y: wzajemnie, płaszczyzna jest pro- 
Siopadłą do linii. 7 

. Spodek prostopadtey jest to punkt, w którym 
ta linija spotyka płasźczyznęs . — . 

II. Linija prosta jest równoległą płasźćżyźnie; 
gdy przedłużone obie naydaley, nie mogą się z so- 
bą spotkać, Wzajemnie „płaszczyzna jest równo= 
legła do linii: ; : 

LIL. Dwie, płaszczyźny są równoległe sobie,gdy 
- będąc przedłużone naydaley; nie mogą się z sobą ' 
spotkać. 

ŁV. Dowiedziemy (pod. 5), Ze wspólne przecię- 
cie się dwóch płaszczyzn, z sobą się spotykają 
vych, jest linija prosta; kąt więc, czyli wzajemna 
pochyłość dwóch płaszczyzn, jest ilością mniey 
lub bardziey wielką, na którą się one oddalają: 
ta ilość mierzy się (pod. 7) katém , jaki czynią 
z sobą dwie prostopadłe, poprowadzone na każ= 
dey z tych płaszczyzn, do jednego punktu przecig- 
eia się wspólnego. 
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Ten kąt może bydź ostry, prosty lub roz- 
warty. 

V. Jeżeli jest prosty, dwie PODŁ są pro» 
stopadłe do siebie.. 

VIL. Kgtém bryłowym nazywamy przestrzeń 
kątową, zawartą między kiłka płaszczyznami , 
w jednym punkcie łączącemi się. 

Itak: kąt bryłowy S (fig. 45) jest utworzo- 


ny przez połączenie się PAK ASB, BSC, 
CSB, DSA. 


Do utworzenia kąta bryłowego naymniey trzech 
یس‎ potrzeba. i 


PODANIE PIERWSZE, 
TWAIERDZENIE: 


, Linija prosta nie może bydź w części na 
płaszczyznie, a.w części za płaszczyzną. 


Gdyż podług opisania płaszczyzny, skoro linija 
prosta ma dwa punkta wspólne z. płaszczyzną ; 
tedy leży ona całkiem na tey płaszczyznie. 

Uwaga. Chcąc poznać czy powierzchnia jest 
płaską, potrzeba w rozmaitych kierunkach tej, 
powierzchni, przykładać liniją prostą, د‎ 46 
ezyli ta w caley. jey rozciągłości dotyka: 


48 GEOMETRYI 
PODANIE Il. 


TWIERDZENIE. 


Dwie linije proste przecinające się; SĄ 
na jedney płaszczyznie i determinują jey 
położenie. 


Niech będą AB, AC, (fig. 27) dwie linije pro- 
ste przecinające się wA. W yobrazić sobie mo- 
żemy płaszczyznę, przechodzącą przez liniją pro- 
stą AB; jeżeli potém obracać będziemy tę pła- 
szczyznę około AB aż pić”naydzie na punkt C; 
wówczas linija AC, mająca dwa swoje punkta 
A, C, na tey płaszczyznie, całkiem na niey znay- 
dować się będzie : położenie więc tey: płaszczy- 
zny jest determinowane przez ten jeden waru- 
nek, iż płaszczyzna ta zawiera dwie linije pro- 
ste AB, AC. 

Wniosek I. 'roykat ABC czyli trzy punkta 
A, B, C nie w linii prostey, determinują poło* 
Żenie płaszczyzny. 

Wniosek II. A zatóm także, dwie linije ró- 
wnoległe - AB, CD (fig. 28) determinują położe- 
nie płaszczyzny; bo gdy poprowadzimy liniją 
przecinającą EF, tedy płaszczyzna dwóch liniy 
prostych AE, AF, będzie płaszczyzną liniy ró- 
wnoległych AB, CD. 
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atie 


Przez punkt Q, wzięty dowolnie na PQ, day- * 


xIĘGA v ág 
"PODANIE 1l. 


TWIERDZENIE. 


Jeżeli dwie płaszczyzny przecinają się 


z soby, spólne ich przecięcie się będzie liniją | 


prostą. 


Bo gdyby w liczbie punktów, wspólnych tym 
płaszczyznom, znalazły się trzy takie, które nie 
sąw linii prostey, tedy dwie płaszczyzny 0 któ- 
rych mówimy, jako przechodzące każda przez te 
trzy punkfB, uczyniłyby jednę i tęż samę płasz- 
czyznę (2); co jest przeciwném założeniu. 


PODANIE IV. 


TWIERDZENIE. 


Jeżeli linija prosta AP (fig. 29) jest pro~” 


stópadłą de dwóch innych PB, PC, krzyźu- 
jących się u- jey spodka” na płaszczyznie 
MN; tedy ta linija AP będzie prostopadłą 
do każdey linii PQ, poprowadzoney przez 


jey spodek na teyże płaszczyznie ; a zatém ` 


będzie ona prostopadłą do płaszczyzny MN. 


my liniją prostą BC, w kącie BPG; tak, aby by- 
ło BQ = QC (pod. 5 xig. 5); poprowadźmy AB, 
AQ, AC. 

چ 0 
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Poniewaź podstawa BC podzielona jest na dwie 

równe części w punkcie Q, przeto troykąt BPG 
da (14,5) N ; 

PC +BP 1د‎ +2 QC. à A 
'Troykąt BAC podobnie daje 

AC FAB دنل هدس‎ 
odciągnąwszy pierwszą równość od drugiey, i u- 
ważając że troykąty APC, APB, oba prostokątne 
w P, dają AC UP i APNISAB' SPB! == AP; 

۳ 


mieć będziemy d 
SUR "개 
AP LAP )د دس‎ 9020. 


Biorąc więc połowę z obud wóch stron,mieć bę- 
dziemy AP =AQ — PQczyliAQ = AF + Pi; 
azatém troykat A PQ jest prostokątny w P (150); 
więc AP jest prostopadłą do PQ. 

Uwaga. Stąd widzimy że nie tylko linija pro- 


"sta może bydź prostopadłą do wszystkich tych, 


które przechodzą przez jey spodek na płaszczy- 
znie, lecz że to zachodzi zawsze, ile razy ta lini- 
ja jest prostopadłą do dwóch liniy prostych, po- 
prowadzonych na płaszczyznie; i to właśnie dowo- 
dzi pewności opisania I. 

JVniosek. 4. Prostopadła AP jest krótszą od 


ź d linii pochyley AQ; azatóm ta prostopadła 


mierz prawdziwą odległość punktu A, od pla- 
szczyzny PQ. l 
Fniosek IL. Przez punkt P, dany na pła- 
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.Szczyznie, jedna tylko prostopadła do płaszczy- 
zny poprowadzoną bydź może: bo gdyby mo- 
2na było wynieść dwie prostopadłe z jednego 
punktu P, tedy, gdy poprowadzimy, podług tych 
dwóch prostopadłych, płaszczyznę, którey prze- 
cięciem z płaszczyzną MN niech będzie PQ;wów- 
czas dwie te prostopadłe, o których mówimy, 
byłyby prostopadłe do linii PQ, w tymże samym 
punkcie i na teyże samey płaszczyznie: co jest nie- 
podobieństwem. 

Równie niepodobieństwóm jest, spuścić z je- 
dnego punktu, danego za płaszczyzną, dwie pro- 
stopadłe na tęż płaszczyznę; gdyż niech będą AP, 
AQ, te dwie prostopadłe; wówczas iróykat APQ 
miałby dwa kąty proste, APQ, AQP, co jest nie- 
podobieństwem. 


FODANIE Vi 
TWIERDZENIE. 


Linije pochyłe, równie oddalone od pro- 
stopadłey są równe sobie; azdwóch liniy po- 
chylych , nie równie oddalonych od prosto- 
padley, ta jest dłuższą, która więcey od niey 
jest oddalonq. 


Bo katy APB, APC, APD (fig. 30) sa proste; 
jeżeli więc założymy, že odległości PB, PC, PD są 
równe sobie, tedy troykąty APB, APC, APD 
mieć będą kąt równy, zawarty miedz y bokami 

4% 
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równemi; azatém tę tróykąty będą równe sobie; 
przeciwprosiokątne wige ; czyli jiniie pochyłe 
„AB, AC, AD, będą równe między sobą. Podobnie, 
jeżeli od.egłość PE jest większą od PD czyli jey 
równey PD, tedy oczywiście pochyła AE, będzie 
większą od AB, czyli jey równey AD. 

Wniosek. Wszysikie linije pochyłe równe 
.AB, AC, AD i wd. padają na okrąg koła BCD,’ 
-zakreślonego ze spodka prostop.dley P, jako śro- 
dka; azaiém mając dany punkt A za plaszczy- 
zną , a chcąc znaleść na teyepłaszczyznie punkt 
P, gdzieby padła prostopadła spuszczona z A, 
potrzeba na tey płaszczyznie naznaczyć trzy pun- 
kty B, C, D równie oddalone od A, i szukać po- 
tém 006 koła, któreby przez te 내 prze- 
chodziło, a tym środkiem będzie punkt szuka- 
ny P.- 

Uwaga. Kąt ABP, nazywa się nachyleniem 
linii pochyłey AB do płasżczyzny MN. Widzi- 
my, że to nachylenie jest równe dla wszystkich 
liniy pochyłych, AB, AC, AD it. d. które są 
równie „od prostopadłcy oddalone; gdyż wszyst- 
kie tróykaty ABP, ACP, ADP it. d. są równe ` 
między sobą. 


+ 
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PODANIE VL 


Um" FYERDZEXIE.'""" 


Niech będzie.AP prostopadła do płaszczy - 
any MN (fig. 51) z BC linija na tey płaszczy” 
znie położona; jeźeli ze spodku P tey pro~ 
stopadłey, spuścimy PD prostopadłą na EC, 

4 i poprowadzimy AD; powiadam £e AD bę- 
dzie GK do BC. Ą 
زی غوره م ا‎ W wj t ee 

C DBZ "ne i a j PB, PC; ms 
AC. Ponieważ DB—DC, pochyła PB = PC 
względem prostopadłey AP, ponieważ PB= PC, 
pochyła AB = AC (5); linija więc AD ma dwa 
swóje punkia A i D równie oddałone od koń- 
ców Bi C, azatém AD jest prostopadłą w środ- 
ku linii BG. . 

Wniosek. Ta razem widzimy, Ze BC jase pro- 
stopadłą do plaszezyzny ABD, څهووه نمهم‎ BC jest 
razem prostopadłą do dwóch liniy prostych AD, 
ED. r cod dift 

Uwaga. Dwie linije: AE, BC, stąwią, przy- 
kład dwóch liniy prostych, które się zgoła z so- 
ba nie spotykają , gdyż te linije nie Bn sig 
na jedney -plaszezyznie. Naykrótsza odległość 
tych liniy jest prostopadła PD, która razém jest 
prostopadłą do linii AP i doJinii PC; odległość 
PD jest naykrótszą między temi dwiema linija- 
imi; bo gdy połączywy: ‘dwa iune punkta, jak na- 
[4 petma Dodam mn Jf TRE نه‎ feorter^? 

jo. سار‎ fon موس‎ Damage. 
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przykład A i B, będzie AB-AD, AD> PD; aza- 
tém tém bardziey AB PD. 

Lübo dwie linije AE, Ch, nie są na jedney pta- 
가이저 سو هه‎ sty; gdyż 
AD irównoległa przez jeden z jey punktów po- 
prowadzona do linii BC, czynią między sobą 
kąt prosty. Podobnie linije AB i PD, wystawu- 
jące dwie jakiekolwiek linije proste, nie leżące 
na. jedney płaszczyznie, uważają się, żę czynią 
z sobą tenże sam kąt, jakiby uczyniła AB ds 


پا 
wnoległa do PD, poprowadzona przez jeden‏ 


7 punktów linii AB. [depi e 서어 تا‎ 
ول و‎ ue me cie s TNT 


DANIE VII. 


TWIRERDZZENIE. 


„Jeżeli linija AP jest prostopadłą do pła- 
szczyzny MN (fig. 52), wszelka linija DE 
równoległa do AP, będzie prostopadłą do 

„teyże płaszczyzny. 


W kozak FA N RT e AP, DE po- 
Prowadźmy Płaszoayznę, którey przecięciem się 
z płaszczyzną, MN będzie PD: na płaszczyznie 
MN poprowadźmy BG prostopadłą do PD, i 
daymy AD. ٢ 

Podług wniosku poprzedzającego twierdzenia, 
BC jest prostopadłą do płaszczyzny APDE, aza- 
tém kąt POE jest prosty; lecz kąt EDP jest 
także prosty, bo AP jest prostopadłą do PD ize 
DE jest równoległą do AP; azalćm linija Dz 


gi»... 4 


* Hp n org pr * "© 


X 31 نل‎ A vy. 55 
jest prostopadłą do dwóch liniy prostych PD 
i DB: azatóm jest ona UM do ich pta- 
szczyzuy MN. ` i دوه‎ 

JI niosek 4. MW I ADIP, jeżeli dwie linije 
proste AP, DE, są prostopadłe do jedney pła- 
szczyzny MN, takie linije będą równoległe so- 
bie; bo gdyby nie były równoległemi, tedy, po- 
prowadzona przez punkt D linija równoległa do 
AP, byłaby prostopadłą do płaszczyzny MN; aza- 
tóm z jednego punktu D, możnaby było wy- 
nieść dwie prostopadłe do jedney Pe 
co jest niepocobieristwém (4): 

: Wniosek II. Dwie Yinije A i B równoległe 
trzeciey C, są równolegle sobie; bo gdy wyobra- 
zimy płaszczyznę prostopadłą do linii C, linije 
A i B równoległe do tey prostopadłzy, będą 
prostopadłe do teyże płaszczyzny; azatóm, przez 
wniosek c Do rzedzający, są rówygległe sobie. 

OTE 26 trzy MO rm +, jedniey 
płaszczyznie ; inaczey bowiem to podanie byłoby 
już znane (25,1). 


PODANIE VIN. 
TWIERDZENIE. 


Jeżeli linija AB (fig. 55) jest równoległą 
do linii prostey CD, poprowadzoney na سه اص‎ 
szczyznie MN; ta linija będzie równoległą 
do tey plaszczyeny. 


Bo, gdyby linija AB, będąca na plaszezyzme 
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ABCD, spotkała płaszczyznę MN, to spotkanie 
przypadłoby w jakimkolwiek punkcie linii” CD, 
przecięcia wspólnego dwóch płaszezyzn; aże AB 
nie może spotkać CD, bo do niey jest równoległą; 
przeto nie może spotkać i płaszczyzny MN; aza- 
tém jest równoległą do płaszczyzny (opis. 2) 


PODANIE IX. 


TWIERDZENIE 


Dwie płaszczyzny MN żPQ (fig. 54) pro- 
stopadłe do jedney linii prostey AB, są ró- 
wnoległe sobie. 


Bo gdyby się z sobą gdziekolwiek spotkały, 
i niech będzie O jednym z ich punktow współ- 
nych; daymy ,O4,, OB; linija AB, prostopadła 
do płaszczyzny MN, jest prostopadłą do linii 
prostcy OA, na teyże płaszczyznie przez jey spo- 
dek poprowadzoney; 018 teyże samey przyczyny 
AB jest prostopadłą do BO ; azatém OA i OB 
byłyby dwie prostopadłe, z jednego punktu O 
spuszczone na liniją prostą; co jest, niepodobień- 
stwóm, przeto płaszczyzny MN; PQ nie mogąc się 
z sobą spotkać, są równoległe sobie. 
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PODANIE X 


TWIERDZENIE. 


Przecięcia EF, GH, dwóch płaszczyzn ró- 
* wnotegly ch MN, PQ, przez trzecią płaszczy- , . 
ang FG, są równolegte (fig. 35). * 77%" e Pe 


Bo gdyMiniję EF, GH, leżące na jedney pła- 
szczyznie, nie są’ równoległe, tedy przedłużone 
zbiegą się z sobą; azatóm i płaszczyzny MNi PQ, 
na których one się znaydują, zbiegłyby się także, 
a więc nie byłyby równoległe. 


PODANIE XI 


Korm خا‎ cio sien; hel py. nu toro 3 je- 
-— der AH (fig. 54) aral padía do pía- 
szczyzny MN, jest prostopadią do płaszczy= 


zany PQ równoległey MN. 


Pociągniymy dowolnie liniją BC na płaszczy- 
znie PQ; przez AB i BC poprowadźmy p!a- 
szczyznę ABC, którey przecięciem się z pła- 
szczyzną MN niech będzie AD: to przecięcie 
AD, będzie równoległe do BC, (10); aże linija 
AB, prostopadła do płaszczyzny MN, jest prosto- 
padłą do linii AD; satóm AB będzie prostopa- 
dla do jey równoległey BC; a pontesważ linija rapa- 
AB APR prostopadłą do każdey linii. BC, prze- 
chodzacey przez jey spodek na płaszczyznie PQ, 
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etad praeto-idzie, M- مهنْصْلما‎ jest prostopadłą do 
płaszczyzny PQ. 


PODANIE XII. 


TWIERDZENIE. 
سیا‎ 


inire, równoległe EG, FH (fig. 55) zaję-‏ مب نه 
między EPS. piaszczyznami równo-‏ 
ległemi MN, PO, są równe sobie. %‏ 

Przez linije, równoległe EG, FH przeprowadz- 
my płaszczyznę EGHF, która spotka plaszezy- 
zny równoległe podług kierunków EF i GH. 
Przecięcia EF, GH są równoległe sobie (10), 8 
takiemi są linije EG, FH, azatem figura EGHE 
‘jest równoległobokiem; a więc EG=FH. | 

Wniosek. Z tego wypada, 6 dwie piaszczy- 

Th quy. dównóltztów y Ngo oto ód siebie,od- . 
dalone; bo HR EG FH, są prostopadłe do 
dwóch płaszczyzn MN, PQ, tedy sąone równo- 
ległe sobie (7); azalóm sąrówne. وي‎ 

PODANIE XIII. 


TWIERDZENIE. 


Jeżeli dwa kąty CAE, DBF (fig. 36) nie- 
leżące na jedney piaszczyznie, mają swe ra- 
miona równoległe, i skierowane w jednę stro- 

nę, kąty takie są równe, aich płaszczyzny 
-ee.rówioiogie. ㆍ 


= 


و 


so 


Weźmy ACz BD, AE = KF, i poprow NM 
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CE, DF, AB, CD, EF. Ponieważ AC jest równe 
b mole do BD,, przeto figura ABDC jest 
NE E (1,3); PRA CD jest równe 
i równoległe do AB. Dla teyże samey przyczy- 
ny EF, jest równe i równoległe do AB; więc tak- 
że CD jest równe i równoległe do EF; azatém 
figura CEFD jest równoległobokiem; przeto bok 
CE jest równy i równbległy DF; więc tróyka- 
ty CAE, DBF, są równoboczne z sobą, azalém kąt 
CAE=DBF. 

Powtóre. Powiadam, że płaszczyzna ACE jest 
równoległą płaszczyznie BDF ; ho przypuśćmy 
że płaszczyzna równoległa do BDF, poprowadzo- 
` na przez punkt A, spotyka linije CD; 1EF win- 
nych punktach, niż'są C i E, naprzykład w pun- 
ktach G i H; wówczas podług podania xir trzy 
linije AB, GD, FH, będą równe; ae trzy ala 
AB, CD, EF już są równe, więc hy toby CD—-GD 
FHS EF, ; co jest niedorzecznościa; azatém pła- 
szczyzna ACE jest równoległą 8 plaszezyzny 
BDE. 

FF niosek Jeżeli dwie płaszczyzny równoległe 
MN, PQ, są przecięte przez dwie inne pła- 
szczyzny CABD, EABF, kąty CAE, DBF, utwo- 
rzone przeż przecięcia płaszczyzn równoległych, 
będą równe; bo przecięcie AC jest równoległe 
do BD (10), AE Oce do BF; azatém kat 
CAE- DBF. 
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PODANIE. XIV. 
(TWIERDZENIE. 


Jeżeli trzy linije proste AB, CD, EF (fig. 56) 
nie leżące na jedney płaszczyznie, są równe 
i równoległe sobie; tedy iroykąty ACE, BDE 
utworzone zjedney i drugiey strony, łączą” 
ce końce tych liniy prostych, będą równe, 
a ich tye równolegle sobie. 


Jakoż, ponieważ AB jest równą i równoległą 
CD, figura ABDC jest równolevztobokiem; aza- 
160 bok AC jest równy i równoległy BD. Dla 
podobney przyczyny bokis AE i BF sa równe 
i równoległe; oraz takiemi sq: boki CE i DF: 
dwa więc troykąty ACE, BDF sa równe. Nad- 
to podobnie się dowodzi, jak w podaniu poprze- 
dzajqcém , że płaszczyzny tych troykątów są ró- 
wnoległe. ` : 


RBODANTIE/XV. Ga 
TWIERDZENIE. 


Dwie linije proste, zawarte między trze- 
ma płaszezyznami równoległemi, przecięte 
są na części proporcyonałne. i 

Przypuśćmy Że linija AB (fig. 57) spotyka pła- 
szćzyzny równoległe MN, PQ, RS, w punktach 
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A, E, B, i Ze linija CD, spotyka też same pła- 
szozyzny. w punktach C, F, D: powiadam, że mieć 
będziemy AE: EB:: CF: FD. 
Poprowadźmy AD, która spotka płaszczyznę 
PQ w punkcie G: i daymy AC, EG, GF, BD: 
przecięcia EG, BD, płaszczyzn równoległych PQ, 
RS, przez płaszczyznę ABD, są równoległe (10): 
azatém AE: EB: :AG : GD: podobnie przeciceia 
AC,GF, jako równoległe,dają AG: GD :: CF : FD: 
z przyczyny więc wspólnego stosunku AG : GD, 
będzie AE: EB:: CF: FD. 


*PODANIE XVI 


TWIERDZENIE. 


Niech będzie, ABCD (fig. 58), jakikolwiek 
` czwarobokynie lezqcy.na jedney glassczyznie; 
| jeżeli boki przeciwległe przetnę stę: propor- 
cyonalnię „przez dwie linije proste EF, GH, 
tak, £e jest AB: EB: : DF : FC; i BG: GC—AH: 
HD; powiadam, źe linije proste EF, GH, prze- 
inq się z sobą w punkcie M tak, że będzie 
` HM: MG:;AE:ED; i EM:MF::AH: HD. 


Poprowadźmy przez AD, jakąkolwiek pla. 
szczyznę AZHeD, tak jednak, żeby nie przecho- 
dzila przez GH: przez punkta E, B, C, F, day- 
my do CH równoległe Ee, Bb, Cc, Ff; które“ 
spotkają tę płaszczyznę w punktach e, 5, c. f. 
Z przyczyny و‎ is liniy B4,GH,Ge. (15,5) 

3 De a i E aa 


ARA EE wą 
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mieć będziemy 011 : Hc :: BG: GC:: AH : HD, 
azatém (20,5) tróykąty AHŻ, DHC, "n hrei 
Mieć potém będziemy Ae:eb:: AE: EB: i Df: 
Je: DF : FC; âzatém Ae:eb:: Df: fc; śm skła- 
. dając, będzie Ae; Df:: Ab: Dc. Aże z przyczy- 
ny jecur eee tróykątów AHó, DHc, mamy 
Ab: : AH : HD; azatém Ae:D/:: AH: HD: 
ban eres aż z przyczyny podobieństwa tych- 
że tróykatów AH? i DHe; kąt HAe — -HD/, 
przeto tróykaty AHe, 1(117 są podobne (20,3); 
nzalém kat AHe = DHf/ Z tego naprzód wypa- 
da, Ze eH/, jest liniją prostą; azatém Ze trzy ró- 
wnoległe Ee, GH,F/ leżą na jedney płaszczyznie, 
która zawierać będzie linije EF, GH: więc że 
linije przecinać się muszą w punkcie M. Powtó- 
re, z przyczyny równoległości liniy Ee, MH, F7, 
mieć będziemy EM: MF :: eH: H/:: AH: HD. 
Przez podobne wykreślenie, odniesione do bo- 


ku AB, dowiedziemy, żę HM : MG ;, EUN EB. | 
Ww. Tu doda vif flm og, ميه پا با وزو‎ cić مهم‎ 50 tien ul 
PODANIE XVI. 


TWIERDZENIE. 


Kąt zawarty między płaszczyznami MAN i 
MAP (fig. 59) może bydź mierzony, stoso- 
wnie do opisania , hqtém NAP, jaki czynią 
z sobą dwie prostopadłe AN, AP poprowa- 
dzone na każdey ztych płaszczyzn, do prze- 
cięcia wspólnego AM. 


Dla ier as it Sie ud 7 rzetelności tey miary, 
وس‎ ĄC Rie 
An cB, Cy هر‎ Bo سم‎ fenn WA 
E Hte A są tb 4^ alto د‎ wte PO „Haft 

ㅣ Cumh uni, 8-7 7 AT 


1 den inch. PC 
ten ما‎ AVAA, Gł, ې هه‎ pa دم‎ 
du اسنا‎ ét dun A, Bu €t ro an “la "mee RABA 


car i‏ اب da Lot DLA.‏ یو 


د 


مکو 
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dowieśdź potrzeba 19, Ze jest ona stałą, czyli że 
będzie tąż samą w każdym punkcie wspólnego 
przecięcia, skąd się wyprowadzają dwie prosto- 
padłe. 

Jakoż, jeżeli wezmiemy inny punkt M, د‎ ٢۷ 
poprowadzimy MC na płaszczyznie MN, i MB 
na płaszczyznie MP, prostopadłe do wspólnego 
przecięcia AM; tedy, ponieważ MB i AP są 


prostopadłe do jedney linii AM, przeto są rów- ` 


noległe sobie. Dla teyże samey przyczyny MC 
jest równoległe do AN: więc kąt BMC — PAN 
(18): azatóm obojętną jest rzeczą, prowadzić pr 0" 
stopadte de punktu M lub de A, kąt między BIG: nientr 
zawarty zawsze będzie ten sam. 

29 Dowieśdź potrzeba, że gdy kąt dwóch pła- 
szczyzn powiększy lub zmnieyszy w pe- 
wnym stosunku, ted m. PAN panicking się lub 
zmnieyszy w tymżeśSfo:unku. 

‘Na płaszczyznie PAN, z punktu A, promieniem 
dowolnym; zakreślmy łuk NDP: ze środka M, 
promieniem równym, zakreślmy łuk CEB; po- 
prowadźmy dowolnie AD. Ponieważ dwie pła- 
szczyzny PAN, BMC są prostopadłe do jedney 
linii MA, przeto są rów 'nólegte sobie (9): prze- 
cięcia więc AD, ME, tych dwóch płaszczyzn 
przez trzecią AMD s są równoległe; azatém kąt 
BME będzie równy PAD 03) 

Nazwiymy na moment صا‎ kat 7 
przez dwie płaszczyzny MP,MN.Teraz, gdyby kat 
DAP byt równy katowi BAN, tedy oczywiście 
węgieł DAMP, byłby równy węgłowi DAMN; 
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gdyż podstawa PAD położyłaby się zupełnie na 
sobie równą DAN, wysokość AM zawsze byłaby 
taż sama: więc te dwa węgły zupełnieby do siebie 
przystaly. Widzimy nawet, iż gdyby kąt DAP 
a się dokładnie pewną liczbą razy w ką- 
e PAN ,لا‎ tedy i węgieł DAMP tylezby się ra- 
zy fiie w węgle PAMN. Aze ze stosunku 
| "e liczby caley wnosimy o stosunku jakimkolwiek, 
unm jak tego w zupełnie podobném zdarzeniu dowie- 
dii$my (17,2); azatém jakikolwiek będzie stosu- 
nek kąta DAP do kąta PAN; węgieł DAMP, bę- 
dzie w tymże stosunku z w sień PAMN: aza- 
ton kat NAP może bydź wzięty za miarę wę- 
gła PAMN, czyli kąta, jaki czynią dwie pła- 

. szczyzny MAP, MAN. 

Uwaga. Du died kątami przez, d 
płaszczyzny utworzonemi; 9 1 z kalim i utwo- 
rzoneini przez dwie linije proste. Azatém, gd 
dwie płaszczyzny wzajemnie się krzyżują, kąty 
w wierzchołku są równe, a kąty przyległe ra- 
zem wzięte ważą dwa kąty proste; azatćm jeżeli 
jedna płaszczyzna jest prostopadłą do drugiey, 
tedy ta wzajemnie jest prostopadłą do pierwszey. 
Podobnie w spotkaniu dwóch płaszczyzn równc- 
legtych przez trzecią płaszczyznę, zachodzą też 
same równości i też same własności; co i w spo- 
tkaniu dwóch liniy równoległych przez trzecią. 


"A4 
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PODANIE XVIII 
TWIERDZENIE. 


Gdy linija AP jest prostopadła do pta- 
8262/9117 MN, wszelka płaszczyzna APB 
prowadzona przez tę prostopadłą AP, będzie 
prostopadlą do płaszczyzny MN (fig. 40). 


. Niech będzie BÓ ptzecięcie płaszczyzn AB, 
MN: jeżeli na płaszęzyznie MN, poprowadzi się 
DE prostopadła do BP; linija AP, jako prosto- 
padła do płaszczyzny MN, jest prostopadłą da 
kazdey z dwóch liniy BC, DE: aze kąt APD, 
utworzony przez linije PA, PD prostopadłe do 
wspólnego przecięcia „BP, mierzy kąt dwóch 
płaszółyzn AB, MN; przeto, ponieważ ten kąt 
jest prosty, dwie płaszczyzny sq do siebie pro- 
stopadłe (opis. 5). + 

Uwaga. Gdy trzy linije proste AP, BP, DP, 


są do siebie prostopadłe, każda z tych liniy jest 


prostopadłą do płaszczyzny dwóch innych, a 
trzy płaszczyzny są wzajemnie prostopadłe du 
siebie. | 
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PODANTE XIX. 
TWIERDZENIE. 


Jeżeli płaszczyzna AB jest prostopadłą 
do płaszczyzny MN, i gdy na płaszczyznie 
pierwszey AB, poprowadzi się PA presto- 
padła do wspólnego przecięcia PB; powia- 
dam, £e PA będzie prostopadią do płaszczy - 


~ 


zny MN (fig. 40). : 


Jakoż gdy na plaszezyznie MN poprowadzi 
się PD prostopadła do PD, kat APD będzie 
- prosty; gdyż płaszczyzny są prostopadłe do sie- 
bie; więc linija AP, jest prostopadłą do dwóch 
liniy PB, PD, zatém RE prostopndłąpdo ich 
płaszczyzny MN. 


Wniosek. Jeżeli płaszczyzna AB, jest prosto- 
padłą do płaszczyzny MN, i gdy £ punktu P 
wspólnego ich przecięcia, wyniesie się prosto- 
padła do płaszczyzny MN, powiadam, że ta pro- 
stopadła będzie na płaszczyznie AB; bo gdyby 
ona nie była na niey, moglibyśmy poprowadzić 
na płaszczyznie AB prostopadłą AP do wspól- 
nego przecięcia BP, która byłaby razem pro- 
stopadłą do płaszczyzny MN: azatém w jednym 
punkcie byłyby dwie prostopadle do płaszczyzny 
MN; co jest niepodobieństwem (4). 


4 
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PODANIE XX. 


TWIERDZENIE. 


Jeżeli dwie płaszczyzny AB, AD (fig: 40), 
są prostopadłe do trzeciey MN, tedy i 
wspólne ich przecięcie AP, prostopadłe bg- 
dzie do tey trzeciey płaszczyzny. 


Bo gdy z punktu P wyniesiemy prostopad!a 
do płaszczyzny MN, ta prostopadła znaydować ^ 
się musi razém, tak na płaszczyznie AB jako 
i ną płaszczyznie AD (wnio. 19); azatóm jest ona 
wspólném ich przecięciem AP. 


PODANIE XXL , 


TWIERDZENIE. 
. Je&eli kąt brylowy utworzony jest przez 
trzy kąty płaskie, summa jakichkolwiek |. 
dwóch ztych kątów będzie większą od ką- 
‘ta trzeciego. 


Należy nam dowięść tylko to podanie gdy kąt 
płaski, który z summa dwóch innych porówny: 
wamy, jest większy od każdego z tych ostatnica. 
Niech więc będzie kąt bryłowy S (fig. 41) n= 
tworzony przez trzy kąty płaskie ASB, AŚC i 
BSC; i przypuśćmy że kąt ASB, jest naywiększy 

5% 
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ze trzech: kątów , powiadam że mieć będziemy 
ASB<ASC+-BSC. 

Na płaszczyznie ASB zróbmy kąt DSB=BSC; 
poprowadźmy dowolnie liniją prostą ADB, a 
wziąwszy SC==SD, daymy AC, BC. | 

Dwa boki BS, SD, są równe dwóm bokom 
BS, SC; kąt BSD = BSC; azatém dwa troyką- 
ty. BSD, BSC są równe, więc BD =BQ. Mamy 
zaś AB<AC + BC; odciągnąwszy z jedney stro- 
ny BD a z drugiey strony BC równe BD, o- 
trzymamy AD «AC. Dwa boki AS, SD są ró- 
wne dwóm bokóm AS, SC, trzeci AD jest 
mnieyszy od trzeciego AC; azatém (10,1) kąt 
ASD<ASC. Dodając BSD = BSC, mieć będzie- 

my ASD- BSD czyli ASB<ASCHBSC. 


PODANIE XXI. 


w TWIERDZENIE. 


Summa kątów płaskich, składających kąt 
bryłowy, jest zawsze mnieyszą od czterech 
kątów prostych. 


Pizetniymj: kąt brylowy, S (fig. 42) jakakol-, 
wiek płaszezyzną ABCDEG? punktu O, wzięteź 
go na tey płaszczyznie, poprowadźmy do wszy- 
sikich kątów linije OA, OB, OC, OD, OE. 

, Summa kątów tróykątów ASB, BSC it. d. ua 
tworzonych przy wierzchołku رگ‎ równa jest sum- 


mie kątów podobneyże liczby tróykątów AOB; 
i j / 
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BOC i t, d. utworzonych przy wierzchołku O. 
1/662 w punkcie D, kąty ABO, OBC; wzięte ra- 
zém czynią kąt ABQ mnieyszy od summy ką- 


tów. ABS, SBC (21); podobnie w punkcie C, ' 


mamy BCO ې‎ OCD < BOS ې‎ SCD; toż samo jest, 
ze wszystkieimi kątami wieloboku ABCDE. Z te- 
go wypada, Że w troykątach, których wierzchoł- 
kiem jest O, summå kątów na podstawie jest 
mnieyszą od summy Kątów na podstawie w tróy- 
kątach, których wierzchołkiem jest S; azatém 
summa kątów utworzonych przy punkcie O, jest 
większą od summy kątów przy punkcie S. Aże 
summa kątów przy punkcie O jest równą czte- 
róm kątóm prostym (5,1); a zatóm summa kątów 
płaskich składających: kąt brylowy $, jest miniey- 
szą od czterech kątów prostych. 

Uwaga. W tém dowodzeniu przypuszezamy Ze 
kąt bryłowy jest wypukły, czyli Ze płaszczy- 
zna jedney ściany przedłużona nigdy przeciąć 
nie może kąta bryłowego; w przeciwnym razie 
summa kątów płaskich niemiałaby granic, i mo- 
głaby bydź jakąkolwiek wielkością. 
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PODANIE XXII. 


TWIERDZENIE. 


Jeżeli dwa kąty brylowe zlofone sq ze 
trzech kątów płaskich równych, każdy każ- 
demu; tedy. płaszczy zny, na których leżą te 
kąty równe, będą rov do siebie nachy- 
lone. . 


Niech hędzie kat ASC=DTF, kąt ASB=DTE, 
i kat BSC = ETF (lig. 45); powiadam, że dwie 


płaszczyzny ASC, ASB takie mieć będą nachyle- 


nie do siebie, jakie mają i płaszczyzny DTF, DTE. 

Weźmy dowolnie SB, i poprowadźmy BO 
prostopadłą do płaszczyzny ASC; z punktu O, 
gdzie ta prostopadła spotyka płaszczyznę , po- 
prowadźmy OA, OC, prostopadle do SA, SC, i 
daymy AB, BC; weźmy potém TE = SB; po- 
prowadźmy EP prostopadłą do płaszczyzny DTF; 
z punktu P poprówadźmy PD, PF prostopadłe 
do TD, TF, nakoniec daymy DE, EF. 


(Tróykat SAB jést prostokątny wA, a tróy- 


kąt DTE prostokątngyw D (6), a ponieważ kąt 
ASB= DTE, przeto także kąt SDA—TED. Nad- 
to SB — TE; więc tróykąt SAB jest równy 
tróykątowi TDE (5, 1); azatém SA=="TD, a 
AB = DE. Podobnym 4ۀطم ده مې‎ dowiedzie się 
że SC= TF; a BC— EF. Czworobok SAOC 


jest równy czworobokowi TDPF, bo gdy polo- 


~ 
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Zymy kąt ASC na jemu równy D'FPledy z przy- 
czyny SA= TD, a SG = TF, punkt A padnie na 
D, a punkt Û na F, a w tymże czasie AO, pro- 
stopadła do SA, padnie na DP prostopadłą do 
DT, i podobnie OC padnie na OF; azatém punkt 
O padnie na punkt P, i będzie A0 = DP. Aie 
tróykąty ۵01, DPE są prostokątne w O i P, 
przeciwprostokątna ABz DE i bok AO = DP; 
przeto te troykaty są równe (18, 1); azatóm kąt 
OAB:-PDE. Kat OAB jest nachyleniem dwóch 
płaszczyzn ASB, ABC; kąt PDE jest nachyleniem 
dwóch płaszczyzn DTE, DTF; azatóm te dwa na- 
chylenia są równe sobie. ' 
| Uważać tu jednak należy że kąt A, tróykąta 
` prostokątnego QAB, me jest w łaściwie nachyle- 
niem dwóch plaszezyzn ASB, ASC, tylko wten- 
czas, gdy prostopadła BO pada, względem SA, 
zteyże samey strony, 00 i SC; jeżeli ta prosto- 
padła pada z dfkiey strony, wówezas kat dwóch | 
fbiaszczyzn byłby rozwarty, a przyłączony do ką- 
ta A tróykąta OAB, uczynilby dwa kątyżpraste. 
ecz w tymże samym, przypadku”, kąt dwóch 
er TDE, TDF, byłby takZgarozwarly; 
„przyłączony do kata D, tróykąta DPE, uczy- 
= milby: دد ده‎ ٢ ažalémy ponieważ kąt A 
zawsze byłby równy للا‎ wnieśli byśmy 
«take, £e nachylenie» dwóch płaszczyzn ASB, 
"ASC jest równe nachyleniu dwóch płaszczyzn 
TDE, TDF. 
A Uwaga. Gdy dwa kąty brylowe są złożone 
2 Čiech kątów płaskich, równych kazdy każde- 


1 
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mu, i gdy razem kąty równe czyli odpowiedne 
są jednakim sposobćm rozłożone w dwóch ką- 
tach bryłowych ; wówczas te kąty są równe 
sobie , i przyłożone do siebie przystaną. Jakoż 
widzieliśmy już, Ze czworobok SAOC może bydź 
położony na jemu równy TDPF; a tak kładąc, 
SA na TD, SC padnie na TT, a punkt O na 
punkt P. Lecz z przyczyny równości tróyką- 
tów AOB, DPE, OB, prostopadła dogłąszczyzny 
ASC, jest równa PE, prostopadłey do płaszczy- 
zny TDF: nadto tu prostopadłe są skierowane 
w.jednę stronę; azatém punkt B padnie na E, 
linija SB naliniją TE, i dwa kąty bryłowe zu- . 


„pełnie do siebie przystaną. 5 
` 'To jednak przystawanie ro Ci ORAL, gdy 
zakładamy, Że kąty płaskie równe, są rozłożone 
jednakim sposobćm w obudwóch kątach bryło+ 
wych; bo gdyby kąty płaskie zówne, rozłożone 
były w fS mmn porządku, albe'c najedu M 
chodzi, gdyby prostopadłe OB, PE, zamiast Kje- 
ro AC w tęż same stronę wzgledétn pła- 
szczyzn ASC, DTF, były skierowane w stron 
ده‎ wówczas niepodobne byłoby pray- 
stawanie do siebie dwóch kątów hryloy rch A 
Ki» TU 2 tio : AE 


wszystkich swych częściach składających, nie-- 

mogąc jednak do siebie przystac. Ten rodzay,ró- 
۶ ㆍ , ㆍ ㆍ . M 

wności, który nie jest bezwzględny, czyli pray- 
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stawanie zasługuje na gozróĉnienie przez szcze- 
gólne nazwanieg Te be nazywać Jedziemy równo- 
8070 27206; gymetryq. 

r dwa kąty bryłowe, o których jest mowa, 
utworzone przeztrzy kąty płaskie równe każdy 
każdemu, Jecz.rozłożone w porządku wstecznym, 
nazywać s t katami równemi przez syme- 
tryg, czyli krócey, kątami symetrycznemi, 

Ta sama uwaga stosuje się do kątów bryło- 
wych, utworzonych z więcey niż trzech kątów 
płaskich; i tak jeden kąt bryłowy utworzony 
przez kąty płaskie A, B, C, D, E, i kąt drugi 
bryłowy utworzony przez te same kąty w po- 
rządku wstecznym A, E, D, C, B, mogą bydź ta- 
kie, £e płaszczyzny na których znaydują się te 
kąty równe, są równąg nachylone do siebie; te 
kąty bryłowe , które będą równe, chociaż przy- 
stawanie ich jest niepodobne, nazywają się 4gza- 
mni bryłowemi równemi przez symetryą czyli ه۲‎ 
tami bryłowemi symetryeznemi. f: 

W figurach płaskich, właściwie mówiąc, żg0- 
ła niema równości przez symetryą, i wszystkie 
Aerównoásci, którebyśmy tak nazywać chcieli, by- 
łyby równościami bezwzględnemi albo przy- 
stawaniem; przyczyną tego jest, Ze można prze- — 
wrócić figurę płaską, i hez różnicy wziąć górę 
za spód. Całkićm inaczey się dzieje w bryłach,» 
gdzie trzeci wymiar może bydź wzięty w dwóch 
kierunkach różnych. * : 


y ua Kaffsseh ^» eden ا‎ pri biri gy eg 
(ه‎ na 아어 KT 4 م د‎ adi 
g) pan shan kata. دا پا‎ w usor in Mn 3 


as kism e : 
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PODANIFE XXIV. 


ZAGADNIENIE. 


Mając dane trzy kąty płaskie składają 
ce kąt brylomy, wynaleźć, przez wykreśle- 
nie ptaskie, kąt, jaki dwie z tych płaszczyzn 
czynią z sobą. 


Niech będzie S (fig. 44) dany kąt bryłowy 
w którym znane są trzy kąty płąskie ASB, ASC, 
BSC; szukaymy kąta jaki czynią z sobą dwie 
z tych płaszczyzn, naprzykład płaszczyzny ASB, 
ASC. > 

Wyobraźmy,że zrobiliśmy to samo wykreślenie 
cę w podaniu poprzedziyęcóm ; kąt OAB będzie 
katém szukanym. Chodzi więc tylko o znale- 
zienie tegoż samego kąta przez wykreślenie pła- 
skie, czyli kreślone na jedney płaszczyznie. 

Na ten koniec zrobmy na jedney płaszczyznie 
kąty BSA, AŚC, B'SC, równe kątóm BSA, ASC, 
BSC, w figurze bryłowey: weźmy BS i B'S ró- 
wne w szczególności BS figury bryłowey. Z pî 
kiów B' i B'spusémy B'A i B'C prostopadłe 
na SA i SC, które się zbiegą z sobą w punkcie O. 
Z punktu A, jako środka, promieniem AB! za- 
kreślmy półokręgu koła BŻE; zpunktu O wy- 
nieśmy Ob prostopadłą do B'E, która spotka o- 
krąg koła w b; daymy „AŻ; a kąt EA2 będzie 
"A „nachylęniem szükaném dwóch "ptaszezyzn ASC, 

» "ASB, kąta bryłowego.**»e va ie nha ممب‎ è 

© e dh سوسفا وغه‎ dh šefo t LII «ią ts 
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Cała rzecz się sprowadza do pokazania, Że tróy- 
kąt AOD figury płaskiey, jest równy tróyką- 
towi AOB figury bryłowey. Dwa tróykąty 
BSA, BSA, prostokątne są w A, kąty w S sq 
równe, azatóm kąty B' i DB są równe. Aie 
przeciwprostokątna 5B' jest równa przeciwpro- 
stokątney SB, przeto te tróykąty są równe, aza- 
tém bok SA figury płaskiey jest równy SA figury 
bryłowey, i także AB' czyli jemu równy AŻ, 
w figurze płaskiey, jest równy AB w figurze bry- 
łowey;podobnie się dowiedzieże bok SC jest równy 
w jedney i dPngieg figurze; skąd wypada,że czwo- 
robok SAOU w obu tych fsgurach jest równy, a- 
zatóm że AO figury płaskiey jest równy AO fi- 
gury.bryłowey; więc w oba tych figurach tróyką- 
ty prostokątne AQŻ,AOB, mają przeciwprostoką- 
tną równą i bok jeden równy;więc są równe sobie, 
azatém kąt EAŻ, znaleziony przez wykreślenie 
płaskie, jest równy nachyleniu dwóch płaszczyzn 
SAB,SAC w kącie bryłowym 
Gdy ea: O pada między A i B' w. figurze 
płaskiey, kąt EAD staje się rozwartym, i mierzy . 
zawsze prawdziwe nachylenie dwóch płaszczyzn, 
i dlatego to oznaczyliśmy przez EA a nie przez 
OA» i ahylénià żądane, w celu ażeby toż samo * 
rozwiązanie służyło wszystkim bez wyjątku przy- 
padkóm. : 
^ Uwaga. Można zadać sobie pytanie, azali bio 
rąc dowolnie trzy kąty płaskie, można utwor zyć * 
z nich kąt brylowy. 
Na sam przód potrzeba żeby summa trzech ką- 
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tów danych była mnieyszą od czterech kątów 
prostych, bo bez tego nie może bydź utworzony 
kąt bryłowy (22); ); nadto, gdy wezmiemy dwa : 
kąty dowolnie BSA, ASC, potrzeba ażeby trze- 
ci CSB" był takiey wielkości, iżby prostopadła 
CB' na bok SC spuszczona,spotykała średnicę B'E 
między jey końcami B' i E. Granicami więc 
wielkości kąta CSB" są tę„granice, które dozwa- 
lają spuścić prostopadłą B'C do punktów 8 
i E. Z tych punktów spuśćmy na CS prostopa- 
dle B'I i EK, które spotkają okrąg koła nar 
kreślony promieniem SB”, w punktach li K, a 
granicami kąta CSB” będą CSI i OSK. 

W tróykącie równoramiennym BSI, poniewaź 
linija CS przedłużona, prostopadłą jest do pod- 
stawy B'I, mamy kąt CSI= C8BZ-ASC-L-ASD'. 
A w troykącie równoramiennym ESK, ponies 
waż linija SC jest prostopadłą do SK , mamy 
kąt CSK = CSE. Nadto z przyczyny równości 
troykątów ASE,ASB, kąt ASE = ASB; azatóm 
CSE czyli CSKASC—ASB'. 

Z tego wypada, Że zagadnienie będzie podobne 
tylć razy, ile razy trzeci kąt CSB" będzie mniey- 
szy od sammy dwóch innych ASC,ASB? a więk- 

szy od ich różnicy. Jest to warunek zgadzający 

się z podaniem xxr; gdyż na mocy tego poda. 
. nia potrzeba żeby było CSB'<ASC--ASB; nad- 
to potrzeba, żeby było ASUSUSB ASR oyl 
CSB'2ASC—ASB. 


SŁ د‎ 
Us 
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PODANIE XXV. 
ZAGADNIENIE. 


Mając dane dwa z trzech kątów płaskich, 
składających kąt bryłowy, oraz kąt nachy- 
lenia tych dwóch płaszczyzn, znaleść trze- 
ci kąt płaski. 

t 

Niech będą ASC, ASB’ (fig. 44) dwa kąty pła- 
skie dane, i przypusémy na moment, że CSB’, 
jest trzecim kątóm szukanym. Gdy więc zro- 
bimy ivykreslenie to samo, co w poprzedzajacém 
zagadnieniu, kąt, zawarty między płaszczyznami ^ 
dwóch pierwszych, będzie EA. Jako więc de- 
terminuje się kat EAD, za pomocą CSB” gdy! dwa 
inne są dane, tak podobnie zadeterminowaé mò- 
ina CSB”, zapomocą EA; co rozwiąże zagadnie- 
hie podane. 

Wziąwszy dow 6 SB, spusémy na SA pro- 
stopadłą nieograniczoną B'E; zrobuły kąt EAD 
równy kątowi dwóch płaszczyzn danych. Z pun- 
ktu b, gdzie bok Ab spotyka okrąg koła nakre- 
ślony ze środka A promieniem AB; spuśćmy na 
AE prostopadłą ŁO;z punktu O spuśćmy na SC pro- 
stopadłą nieograniczoną OCB’, którą tak oznacz- 
my w B", żeby było SB'— SB. Kąt CSB” bé 
dzie trzecim katém płaskim szukanym. 

Bo gdy utworzllmy kąt bryłowy z trzech kj“ 
tów płaskich BSA, ASC, CSB“, nachylenie pla4 


M 


http://rcin.org.pl. 


cT 
78 GEOMETRYL ^ 
szczyzn, gdzie są kąty dane ASD', ASG, będzie ró- 


wie kątowi danemu EA/. 


Uwaga. Jeżeli kąt bryłowy jest czworościenny, 
czyli złożony zezterech kątów płaskich ASB, BSC, 
© a), DSA (fig.45); tedy wiadomość tych ostatnich 
kątów nie jest dostateczną do oznaczenia wzaje- 
mnych do siebie nachyleń płaszczyzn, na których. 
kąty płaskieleżą: gdyż ztychże samych kątów 


płaskich, nieskończoną liczbę kątów bryłowych 


utworzyć można. Lecz jeżeli się przyda jeden 
warunek, naprzykład, jeżeli będzie dane nachy- 
lenie dwóch płaszczyzn ASB, BSC, wówczas kąt 
bryłowy całkiem jest oznaczony, i można znaleść 
nachylenie dwóch jakichkolwiek jego płaszczyzn. 
Jakoż wyobraźmy kąt brylowy troyścienny, u- 
tworzony przez kąty płaskie ASB, BSC, ASC; 
dwa pierwsze kąty są dane, oraz dane jest endis: 
lenie ich płaszczyzn;możaa więc zadeterminować, 
przez rozwiązane teraz zagadnienie, kąt trzeci 
ASC. Jeżeli teraz zważymy kąt bryłowy iroy- 
ścienny, utworzony przez kąty płaskie ASC,ASD, 
DSC, te trzy kąty są znane; a tak kat brylowy 


. całkiem jest d ierni an Poniewa£ kat bry- 


łowy czworościenny jest utworzony przez połą- 
czenie się dwóch kątów uoyściennych, o których 
teraz mówiliśmy, azatém, ponieważ te kąty eza- 
stkowe są znane i determinowane ,. kąt całko- 
wity podobnie znany i determinowany będzie. 
Kąt dwóch płaszczyzn ASD, DSC, wprost się 
wynaydzie za pomocą drugiego AA brylowego 
€z4slkowego. Co się tyczy kąta dwóch płaszczyzn 


http://rcin.org.pl 


| 
N 


oma T TEE DAT GS magna 


“` ~ تف قو‎ ~ EEEE. 


XKĘGA V. | 79 
BSC, CSD, potrzeba w kącie bryłowym cząstko- 
wym szukać kąta czwartego, zawartego między 
dwiema płaszczyznami ASC, DSC, a w drugim, 
kata zawartego między dwiema płaszczyznami 
ASC, BSC; summa tych dwóch kątów będzie 
kątóm zawartym między płaszczyznami BSC, 
DSC. ^ 
Podobnym sposobém się znaydzie, Ze dla zade- 
terminowania kąta brylowego pięciościennego, 


potrzeba oprócz pięciu kątów plaskielr, składają- . 


cych kąt bryłowy, znać jeszcze dwa wzajemne 
nachylenia ich płaszczyzn, a zaś trzeba znać ich 
trzy, w kącie bryłowym sześciościennym, i tak 
daley. 1 
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7 WIELOSCIANY, 
O0OP1S8ANIIE 


I. Nazywamy bryłą wieloseiennd , albo krås 

jey wielościanem, każdą | bryłę zakończoną plas 

» szczyznami czyli ścianami płaskiemi. (Te pla- 

) Szczyzüy zakończoue są koniecznie linijami pro- 

stemi). Nazywamy wsżcżególności czworościa- 

hem; bryłę mającą cztery ściany; sześciościanerm 

bryłę zakończoną sześciu ścianami:ośmiościanem, 

źakończoną ośmiu ścianami: dwónastościanem, zas 

kończoną dwónastu ścianami: dwudziestościanemy 
zakończoną dwudziestu ścianami, i tak daley. 

Czworoseian jest nayprestszy z wielościanów; 
gdyż do utworzenia kąta bryłowego naymniey 
trzy płaszczyzny są potrzebne: i te płaszczyzny 
zostawią mieysce próżne, które.Zeby było zam- 
knięte; przy daymniey jedney jeszcze płaszczyzny 
potrzebuje. 

11. Wspólne przecięcie się dwóch ścian przy- 
ległych w wielościanie; nazywa się bokiem albo 
krawędzią wielościanu. 

111. JZieloscianem foremnym nażywa się ten; 
w którym wszystkie ściany są wielobokami fo- 
temnemi równemi, i którego wszystkie kąty bry 
łowe są równe sobie. Tych wielościapów jest 
pięć (patrz dodatek do xiąg vr, 1 vix). 
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VV. Graniastosiup, jęstto bryła zawarta wie 
de ścianami równoległohocz nemi, zakończona z je- 
dney i drugiey strohy płaszczyznami wiełobo- 
cznemi równemi i równóległemi sobie. 

Dla wykreślenia tey bryły, niech będzie dany 
ABCDE (fig. 45) jakikolwiek wielobok : jeżeli 
na jakieykolwiek plaszezyznie równolegtey do 
ABC, poprowadzą się linije FG, GH, H1, i t. d: 
równe i równoległe bokom AB, BG, CD, i t. d, 
które utworzą wielobok FGHIK, równy wie- 
lobokowi ABCDE: jeżeli potém połączą się wierz- 
chotki kątów jedney płaszczyzny 2 wierzchołka- 
mi odpowiednich kątów drugiey płaszczyzny, 
linijami prostemi AF, BG, GH, i t. d. ściany 
ABGF, BCHG i t. d. będą równoległobokami, a 
bryła ABCDEFGHIR, tym sposobem utworzona; 
będzie graniastostupem. 

V. Wieloboki równe i równoległe ABCDE, 
FGHIK nazywają się pódstawamii graniasto- 
słupa: inne płaszczyzny równoległoboczne wzię- 
te razem, stanowią powier zchnią boczną czyli 
wypukłą graniastosłupa. Linije równe AF BG; 
CH it d., nazywają sig rami N 
słupa, 

VE. Wysokość graniastosłupa, jestto-odległość ° 
dwóch jego podstaw; czyli prostopadła spuszczo- 
ha z punktu podstawy górney na podstawę apt 

VII; iris ag jest prosty, gdy krawędzie 
jego AF, BG, it. d. sq prosyopadis do płaszczyzn 
podstaw: a wówczas kaádd krawędź jest równą 
wysokości graniastosłupa. W każdym innym przy- 

۰ ; 6 
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padku, graniastostup jest pochy زور‎ ite W je- 
go jest mnieyszą od krawedzi. 

VHI. Graniastostup jest tróykątny, czworo- 
kątny, pięciokątny, szesciokqtny i t. d., 00108 te- 
go, jak podstawa jego jest troykątem, czworobo- 
kiem, pięciobokiem, sześciobokiem i t.d. ` 

1X. Graniastosłup mający za podstawę równo- 

*"ległobok, wszystkie swe ściany ma równoległo- 
boczne, i nazywa się rówzołegłościanem (fig. 49). 

' Jtównoległościan jest prostokątnym, gdy wszy- 
stkie ściany jego są prostokątami. 

X. Z pomiędzy równoległościanów próstoką- 
tnych rozróżniamy sześcian, czyli sześciościan 
łoremny, zamknięty sześciu kwadratami równemi. 

XI. ©strosłup czyli piramida jestto bryła u- 

„tworzona z wielu płaszczyzn Resin w wy* 
chodzących z jednego punktu S, akończących się 
na rozmaitych bokach jedney plaszezyzuy wielo- 
boezney ABCDE (fig. 42). 7 

Wielobok ABCDE nazywa się podstawą ostro- 
slupa, punkt ARK OGAE ze a zbiór tróyką- 
tów ASB, BSC i t. d, składa powierzchnią wy- 
puktę SAY boczną ostrosłu a; 

XII. Fysokością gaetreskosłupa jest prosto- 
padła spuszczona z wierzchołka na płaszczyznę 
podstawy przediażoney, jeżeliby tego potrzeba 
było. i 

2111. Ostroslup jest troyAqtny. czworokątny 
it.d. podług tego, jak fedens jego n troy- 
Kat, czworobok i t. d. 


XIV, Ostrosłup > gdy MoS 
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jest wielobokiem foremnym, i razem gdy pro- 
stopadła spuszczona z wierzchołka na płaszczy- 
nę podstawy, przechodzi przez środek pod- 
„sławy: ta linija nazywa się wówczas osią ostro- 
słupa. 

XV. Przekątna wieloscianu, jestto linija pro- 
sta, łącząca wierzchołki dwóch kątów bryłowych 
nie przyległych. 

XVI. Nazywać będziemy wielościanami sy- 
metrycznemi, dwa wielościany mające wspólną 
podstawę, i podobnie zbudowane jeden nad, dru- 
gi pod płaszczyzną podstawy, z tym jednak wa- 
runkiem, że wierzchołki kątów bryłowych od- 
powiednich, położone są w równych odległo- 
ściach od płaszczyzny podstawy, na jedney linii 
prostey prostopadłey do teyże płaszczyzny. 

Naprzykład, jeżeli ST (fig. 61) jest prostopa- 
dij do płaszczyzny ABC, i gdy w punkcie O, 
gdzie ta prostopądła spotyka tę płaszczyznę, jest 
ona podzieloną na dwie równe części; dwa ostro- 
słupy SABC, TABC, mające wspólną podstawę 
ABC, są wielościanami symetrycznemi. 

XVIL Dwa ostrosłupy iroykątne są podobne, 
gdy mają dwie ściany podobne każda kaźdey, 
podobnie położone i równie do siebie nachyłone. 

I tak, gdy zalozémy, że kąty ABC = DEF; 
BAC= EDF, ABS = DET, BAS EDT, i gdy 
nadto nachylenie płaszczyzn ABS, ABC (ly. 64), 
jest równe nachyleniom:im odpowiednych pła- 
szczyzn DTE, DEF; ostrosłupy SABC, TDEF 
będą podobne. 

e 


Ld 
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XVIII. Gdy utworzymy troykąt z wierzchol- 
ków trzech kątów wziętych na jedney ścianie, 
albo podstawie wielościanu, możemy” wyobrazić, 
że wierzchołki różnych kątów /bryłowych wie- 
lościanu, położone za płaszczyzną tey podstawy;są 
wierzchołkami tyluż ostroslupów troykątnych, 
mających za podstawę wspólną troykąt wzmianko- 
wany, ika£dy z tych ostrosłupów zadeterminu- 
je położenie każdego kąta brytowego wielościa- 
nu, względem podstawy. To gdy założómy, 

Dwa wielościany są podobne, gdy mają pod- 
stawy podobne , wierzchołki kątów bryłowych 
odpowiednych za temi podstawami są determino- 
wane przez ostroslupy troykątne podobne kazdy 
każdemu. 1 

XIX. Nazywaé będziemy wierzcholkami 6٠ 
105613181, punkta położone w wierzchołku roz- 
maitych kątów bryłowych. 


AB. Wszystkie wielosciany którefozwatamy, sa wie- 

, lościanami o kątach wyskakujących, czyli wie* 
loscianami wypukłemi. Nazywać będziemy tak 
wielościany, których powierzchnia nie więcey 
jak tylko w dwóch punktach przez liniją pro- 
stą spotkana bydź może. W tym rodzaju wie- 
loscianów, płaszczyzna przedłużona jedney ścia” 
ny, nie może przecinać bryły; niepodobieństwem 
więc jest, aby wielościan, był w części nad 
płaszczyzną jedney ściany, a w części pod tą 
płaszczyzną; jest on całkiem z jedney strony tey 
płaszczyzny. د‎ 
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PODANIE PIERWSZE. 


TWIERDZENIE. 
a 


LA 
1 Ba wille cjany nie z mogą mieć eż. sa- 
mm ier schol ket jednako: ich liczty,bez przy- 


stania do siebie, 


Jakoż przypuśćmy Że mamy wystawiony je- 
den z wielościanów; jeżeli chcemy wystawić dru- 
gi, któryby miał też same wierzchołki i 0 takiey- 
że liczbie, potrzeba ażeby nie wszyslkie pła- 
szczyzny jego przechodziły przez teź same Ws 
kigl jak w pierwszym wieloscianie; bo inaczey nie- ag. 
różniłyby się niczém od siebie; lecz widocznie, شا‎ 
wówczas niektóre z nowych płaszczyzn przecię- 
łyby pierwszy wielościan; byłyby wierzchołki 
nad temi płaszczyznami, i wierzchółki pod temi 
plaszezyznami, co niemoże się godzić z wielościa- 
nem wypukłym ; azatóm jeżeli dwa wielościany 
mają też same wierzchołki i jednaką ich liczbę, 
tede te wielościany muszą koniecznie do siebie 
przystać. 

Uwaga. Mając dane, co do położenia swego 
punkta A, B. C, K i t, d., mające służyć zawierz- 
cholki wielo$cianowi, łatwo jest pakreślić sam 
wielościan. 

Obierzmy naprzód trzy punkta bliskie siebie 
D, E, H (fig. 46), tak: ażeby płaszczyzna DH 
przechodziła jeżeli to bydź może, przez nowe punk- 
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UK, C, zostawując wszystkie inne z jedney stro- 
ny, to jest nad albo pod płaszczyzną; płaszczyzna 
DEH czyli DEHKC tym sposobem zadetermi- 
nowana, będzie jedną ścianą bryły. Przez jeden 
z jey, boków EH poprowadźmy płaszczyznę, i tele 
ja obracay my, az me napotka now wierzchole£ | 
ka F, albo kilka ich razem F, 1; mieć bedzie- 
my drugą śeianę FEH czyli FEHI; ciągnąc 
daley tym idea prowadzenie płaszczyzn 
przez boki znalezione aZ póki bryła zupełnie ze 
wszystkich stron nie będzie zakończoną , otrzy- 
mamy bryłę, która będzie wielościanem żąda- 
nym ; gdyź nie mogą bydź dwie, któreby miały 
też same wierzchołki. 


. ین‎ P : 
۰ PODANIE IL 


TWIERDZENIE. 


ZF dwóch wielościanach symetrycznych, 
Ściany odpowiedne są równe kada kaźdey 
a nachylenie ścian przyległych w jedney 
z tych brył, jest równe nachyleniu ścian od- 
powiednych w drugiey. 


Niech będzie ABCDE (fig. 47) podstawą wspól- 
ną dwóch wielościanów: niech M i N będą wierz- 
chołkami dwóch jakichkolwiek kątów bryło- 
wych jednego z wielościanów; a-M' i N' odpo” 
wiedne wierzchołki drugiego wieloscianu, Po- 
trzeba, podług opisania, ee linie proste MM, 
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NN hyły prostopadłe, do płaszczyzny ABO, 1 
- podzielone na dwie równe części w punktach m 
in, w których tę płaszczyznę spotykają. To za- 
łożywszy powiadam, że odległość MN jest równą 
odległości M' N’. 

Jakoż gdy obrócimy trapez mM’ N'n około mn 
tak, aby płaszczyzna jego położyła się na pła- 
szczyznie mMNa; tedy z przyczyny kątów: pro- 
stych w m in, bok mM' padnię na bok sobie 
równy mM, a. zaś nN' na nN; azatém te dwa 
trapezy przystaną 'do siebie, i mieć będziemy 
MN=MN' 

Niech będzie P trzecim wierzchołkiem wie- 
lościanu górnego, a zaś P’ jemu odpowiednym 
w dolnym; podobnie mieć będziemy MP= M'P', 
a NP=NP; azatém £róykgt MNP, łączący já- 
kiekolwiek trzy wierzchołki wielościanu górnego, 
jest równy tróykątowi M'N'P', łączącemu trzy 
wierzchołki odpawiedne w dolnym wielościanie. 

Z pomiędzy tych tróykątów, jeżeli zważymy 
te tylko, które utworzone są na powierzchni 
wielościanu, wnieść juž możemy że powierzch- 
nie dwóch wielościanów, złożone są z jednakiey 
liczby troykątów równych każdy każdemu. 

Powiadam teraz, jeżeli troykąty znayduja się 
na jedney płaszczyznie powierzchni i składają je. 
dug itcZ same ścianę wielopogzną, tedy troyką- 
ty odpowiedne, będą na dese płaszczyznie na 
drugiey powierzchni, i utworzą ścianę wielobo- 
czną równą: 


Jakoż niech będą MPN, NPQ dwa troykąty 
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przyległe, które zalo£my, iż leżą na jedney pas 
szczyznie, i niech będą M'P'N', N'P'O' troykaty 
im odpowiedne: mamy kąt MNP — M'N'P5 kąt 
PNQ-P'N'Q, a gdy poprowadzifmy MQ i MQ, 
troykąt MNQ będzie równy troykątowi M'N'Q', 
a tak mieć będziemy kąt MNQ=MNQ: aże 
M PNQ jest jedną płaszczyzną, przeto kąt MNQ== 
MNP + PNQ, azatém mieć także będziemy 
MNQ=MNP4 PNQ. Aże gdyby trzy pła- ` 
szczyzny M'N'P', PNĄQ, M'N'Q, nie zbiegły się 
z sobą w jednę, utworzyłyby kąt bryłowy, i mie- 
libyśmy (20.5),kąt M N'Q<M'N'P'--P'N'Q; prze- 
to, ponieważ ten warunek niezachodzi, dwa troy- 
kąty MN'P, P'NQ' leżą na jedney płaszczyznie, 

Zostaje nam de pokazania, że nachylenie ja- 
kichkołwiek dwóch ścian przyległych w jednym 
z wiełościanów , jest równe nachyleniu dwóch 
ścian odpowiednych w drugim wielościanie.. 

Niech będą MEN, NPQ, dwa troykąty utwo» 
yzone na krawędzi wspólney NP, na płaszczyz- 
nach dwóch ścian przyległych: niech będą M'P'N/ 
NPQ’ im odpowiedne troykąty; w punkcie N 
wyobrazić możem kąt bryłowy utworzony przez 
trzy kąty płaskie MNQ, MNP, PNQ, a w punk- - 
cie N kat bryłowy, utworzony przez trzy kąty 
M'N'Q, M' NP, PN'Q3 aże juž pokazaliśmy że te 
kąty płaskie są równe każdy każdemu, azatém 
nachylenie dwóch płaszczyzn MNP, PNQ jest ró- 
wne nachyleniu im odpowiadających płaszczyzn 
MN, PN (23,5) 

W wielościanach więc symetrycznych,ściany są 
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równe każda każdey, a płaszczyzny dwóch ścian 
jakichkolwiek przyległych w jedney'bryle, mają 
teź same nachylenie, co płaszczyzny dwóch ścian | 
odpowiednych w drugiey bryle. 

Uwaga, Ty postrzegamy, £e kąty brylowe je- 
dnego wiełościanu, są symetryczne z kątami bry- 
Zowemi drugiego wielościanu ; bo gdy kąt bryło- 
wy N, utworzony jest przez płaszczyzny MNP, 
PMO, QNR i t, d, tedy jemu odpowiedny N’ 
jest utworzony przez płaszczyzny M'N'P^,P'N Q 
QNR'it.d. Te ostatnie płaszczyzny zdają się 
. bydź rozłożone w tymże samym porządku co i 
pierwszezale ponieważ dwa kąty bryłowe są w po- 
położeniu względem siebie odwróconćm, przeto 
rzeczywisty układ płaszczyzn składających kat © 
brylowy N’, jest odwrótny wzgledem układu pla- 
szczyzn zachodzącego w.kącie odpowiednym N, 
Nach ylenia płaszczyzn następnie po sobie idących 
są równe w jednym i drugim kącie bryłowym, 
azatóm te kąty bryłowe są symetryczne względem 
siebie (patrz. uwaga pod. دد‎ zig. v) Ta u- 
waga pokazuje, i£ wszelki wielościan, jeden tyl- 
ko mieć może wielościan sobie symetryczny. Bo 
gdybyśmy wystawili na inney podstawie nowy 
` wielościan symetryczny z wielościanem danym, 
tedyby kąty bryłowe tego wielościanu były za- 
wsąe symetryczne z kątami wielościanu podane- 
go; azatém byłyby równe kątom wielościanu sy- 
metryeznego wystawionego na pierwszey pod- 
stawie. Nadto, ściany odpowiedne byłyby za- 
wszę równe, przeto tę dwa wielościany symętry= 
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czne, wystawione na jedney podstawie albo na 
inney, miałyby ściany równe i kąty bryłowe ró- 
wnc, azalém- przyłożone do siebie przystałyby, 
i utworzyłyby jeden i tenże sam wielościan. 


PODA N LE III. 
TWIERDZENIE. 


s , 

Dwa graniastosłupy są równe, gdy ma- 
ją kąt brytowy zawarty między trzema pta- 
scezyznami równemi każda kaźdey, i podo- 
bnie uimieszczoneini. 


Niech będzie podstawa ABCDE, równa pod- 
stawie abcde (fig. 48) równoległobok ABGE 
równy równoległobokowi abgf, i równoleglo- 
bok BGHG równy równolegtobokowi bchg; po- 
wiadam Że graniastosłup ABCI będzie równy 
graniastosłupowi abci. 

Jakoż, gdy podstawę ABCDE położymy na pod- 
stawie jey równey abcde, te dwie podstawy przy- 
staną do siebie; aże trzy kąty płaskie, składające 
kąt brylowy B, są równe trzóm kątom płaskim 
składającym kąt bryłowy 5, każdy każdemu,tojest 
ABC = abc, ABG = abg, i GBC == gbc; nadto te 
kąty są podobnie umieszczone; przeto kąty bryło- 
we B ib są równe; a następnie bok BG padnie na 
jemu równy g. Widzimy także, 12 z przyczyny 
równolegloboków równych ABGFE, abg/, bok 
GF padnie na bok jemu równy gf, i podobnie 
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GH na gk; azatém podstawa górna FGHIK zbie- 
Ży się całkiem z podstawą sobie równą J/ghik i 
dwie bryły zleją się w jednę, gdyż mieć będą 
też same wierzchołki (1). 

Wniosek. Dwa graniastosłupy his, mają- 
ce podstawy i wysokości równe, są równe sobie. 
. Bo że bok AB jest równy aż, i wysokość BG 
równa bg, prostokąt ABGF będzie równy pro- 
stokątowi abgf; toż samo jest z prostokątami 
BGHC, bgkc; przeto trzy płaszczyzny składające 
kat brylowy B, są równe trzem płaszczyznom 
składającym kąt bryłowy b. Azatém dwa takie 
graniastoslupy są równe. 


PODANIE IV. 


TWIERDZENIE, 


IY każdym równoległościanie, płaszczy- 
any przeciwległe są równe i równoległe so- 
bie. 


Podług opisania tego gatunku bryły, podstawy 
ABCD, EFGH (tig. án są równoległobokami ró- 
wnemi, a ich boki są równoległe; zostaje więc do 
dowiedzenia,że toż samo zachodzi i w dwóch ścia- 
nach przeciwległych, jak naprzykład w ścianach 
AEHD, BFGC. Bok AD jestrówny i równole- 
gły bokowi BC, bo figura ABCD jest równole- 
globokiem; dla podobney przyezyny bok AE jest 
równy równoległy bokowi BP, azatém kąt DAE 
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jest równy katowi CBF (15, 5), a plaszezyzna 
BAE jest równoległą plaszezyznie CBE; a prze- 
to także równolegtobok DAEH jest równy ró-. 
wnoległobokówi CBFG; dowiedzie się podo- 
bnym sposcbem, Ze równoległoboki sobie prze« 
ciwległe ABFE, DOGH sq równe i równoległe. 

IV niosek. Ponieważ równoległościan jest bry- 
łą zamkniętą sześciu płaszczyznami, 2. których 
sobie przeciwległe są równe i równoległe, prze- 
to jakakolwiek i jey przeciwległa: mogą bydź 
wzięte za podstawy równoległościanu. 

Uwaga. Mając dane trzy linie proste AB, 
AE, AD, przez jeden punkt A przechodzące, 
i czyniące z sobą kąty dane, można na tych trzech 
liniach wystawić równoległościan. Na ten koniec 
poprowadzić trzeba przez koniee kaźdey linii 
prostey, płaszczyznę równoległą do płaszczyzny 
dwóch innych: to jest przez punkt B płaszczyznę 
równoległą do DAE, a przez punkt D plaszezy- 
znę równoległą do BAE, a zaś przez punkt E. 
płaszczyznę równoległą do BAD, Wzajemne spo- 
tkania się tych płaszczyzn utworzą 7 
głościan żądany. 
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e 
من‎ 


PÓDANIE V. 
TWIERDZENIE. 


JZ każdym równoległościanie kąty bry- 
lowe. przeciwległe są Symetryczne z sobą; 
a przekątne, przez wierzchołki tych kątów 
poprowadzone, przecinają się wzajemnie na 
dwie równe części: 


Porównzymy, naprzykład, kąt bryłowy A, z je- 
mu przeciwleglyui G (fig. 49): kąt EAB równy 
kątowi EFB jest także równy kątowi 16€; 
kąt DAE= DHE = CGF; a kat DAB= DCB = 
HGF; aza ém trzy kąty płaskie, składające kat. 
bryłowy A, są równe każdy kazdemu trzem ką- 
tom składającym kat bryłowy G: nadto, łatwo 
jest widzieć Ze ich rozkład jest różny w obu- 
dwóch tych kątach bryłowych: azatém 19 dwa 
kąty bryłowe-A i G są symetryczne względem 
„siebie (25, 5). ; 

Powtóre, wyobraźmy dwie przekatne EC, AG, 
obie poprowadzone z wierzchołków przeciwie- 
głych: ponieważ AE jest równą i równoległą 
CG, przeto figura AEGC jest równoległobokiem; 
azatóm przekątne EC, AG przetną się wzajemnie 
na dwie części równe. Podobnym sposobem do- 
wiedzie stę, źe przekątna EC i druga DF przetną 
się także na dwie części równe; azatém 2? ezte- 
ry przekątne wzajemnie się przetną na dwie مه‎ 
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ści równe w jednym punkcie, który uważać mo- 
c 


žna, jako środek równoległościanu. 


PODANIE VI 


۱ 
TWIERDZENIE. 


Płaszczyzna BDHF (fig. 50) przechodzą- 
ca przez dwie krawędzie przeciwległe iró- 
wnoległe sobie BF, DH, dzieli równoległo- 
ścian AG na dwa graniastoslupy tróykątne 
ABDHEF, GHEDCD symetryczne względem 


Siebie. 


Naprzód, te dwie bryły są graniastoslupami ; 
gdyż troykaty ABD, EFH, jako mające swe bo- 


s 


„ki równe i równoległe, są równe sobie; a zaś. 


w niey ściany boczne ABFE, ADHE, BDHF są 
równoległobokami; azatém bryła ABDILEF jest 
graniastosłupem.Toż samo jest i z bryłą GHFBCD. 
Powiadam teraz że te dwa graniastosłupy są wzglę- 
dem siebie symetryczne, 

Na podstawie ABD, wystawmy: graniastosłup 
ABDWY'H', symetryczny z graniasłosłupem 
ABDEFH. Podług podania n, płaszczyzna ABF'E 
jest równą ABFE, a płaszczyzna ADH'E' jest ró- 
wna ADHD: lecz gdy porównamy graniastosłup 
GHFBGD z graniastosłupem ABDIUE'F', podsta- 
wa GILF jest równą ABD; równoleglobok GHDC; 
któryjestrównymA BI U, jest takzerównymABE E": 
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66-000. joe CE Vio di 95 
a rósvnoleglohok AE ay! y jestrównymADHE, 

jest także równym ADH'E': azatém trzy płaszczy- 
zny, składające kąt bryłowy G w graniastosłupie 
GHE BGD,są równe trzem płaszczyznom,składają - 
cym kąt bryłowy Aw graniastosłupieABDH'E'F', 


każda każdey: nadto, te płaszczyzny są podobnie 


rozłożone, azatóm te dwa graniastosłupy są równe 
(8) i mogą do siebie przystać. هتڅ‎ jeden z nich 
ABDH'EF' jest symetryczny z graniastosłupem 
ABDHEF, przeto drugi GHF BCD, jest także sy- 
metrycznym z ABDHEF. 


) ^ PODANIE VIL. 
PODANIE PRZYBRANE, 


IY każdym graniastosłupie ARCI (fig. 51) 
przecięcia NOPQR , STVNY zrobione przez 
płaszczyzny r ównolegte, sd wielobokami ró- 
wneini. 


Jakoż, boki NO, ST są równolegie jako prze- 
-cięcia dwóch plaszezyz: n równoległych przez 
trzecią płaszczyznę ABGF : te same boki NO, 
ST są zawarte między linijami sobie równole- 
głemi NS, OT, które są krawędziami graniasto- 
słupa; azatém NO jest równe ST. Dla.podo- 

ney przyczyny hoki OP. PY Ht d., prze- 
etia NOPQ, są równe z jedne bokom 
TY, VX.XYitd. przecięcia SEV XY. Nadto, 
poniewaz boki równe są razem i równoległe,prze-' 
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to kąty NOP, OPQ, i t.d. pierwszego przecięcia, 
są równe odpowiedne kątom STV, TVX,i t. d. 
drugiego przecięcia.  Azatóm dwa przecięcia 
NOPQR, S'TVXY są wielobokami równemi. 
Wniosek. Wszelkie przecięcie w grasdiasto= 
słupie równeległe podstawie, jest równe teyże 
podstawie. 


PODANIE Vili. A 


١ TWIERDZENIE 


Dwa graniastostupy tróykątne symetry= 
czne ABDHEF, BCDFGH (fig. 52) ną które się 
rozkłada równoległościan AG, są równowa= 


ne sobie. 


Przez wierzchółki B i F poprowadźmy prox 
stopadłe do boku BF, płaszczyzny Badc, Fehg, 
"które spotykają w jedney stronie w a, d,c; 

w drugiey w e, A, g, trzy inne krawędzie AE, 
DH,CG tegoż równoległościanu: przecięcia Badc, 
Fehg Będą równoległobokami równemi. Prze- 
eięcia te są równe, gdyż zrobione są przez pla- 
szczyzny prostopadłe do jedney linii prostey, a 
następnie „równoległe są sobie (7): są one ró- 
wnoległobokami, gdyż dwa przeciwległe boki 


jednego?przecięcj , dc, są przecięciami n DEE 
płaszczyzn E ADE, DCGH, przez 
plaszezyznq. 

Dla podobney przyczyny, figura BaeF, jest ró- 
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wnoległobokiem, tak jak i wszystkie inne ściany 
boczne BFge, chdg, adhe, bryły BadcFehg; 
azatóm ta bryła jest graniastosłupem (opis. 4), i 
ten graniastosłup jest prosty, gdyż krawędź BE 
jest prostopadłą do płaszczyzny podstawy: 

To założywszy, jeżeli; płaszczyzną BFHD po- 
dzielémy graniastosłup prosty BA na dwa grania- 
stoslupy troykątne proste aBdeFh, BdcFhg; po- 
wiadam że graniastosłup troykątny pochyły 
|. ABDEFH, będzie równoważny graniastostupowi 
tróykątnemu prostemu A BdeF A. i 

Jakoż, ponieważ te dwa graniastosłupy mają 
jednę część wspólną ABDAeF, przeto dosyć jest 
dowieść że pozostałe części, tojest, bryły BaA Dd, 
FeEHA są równoważne sobie. “ 

Ponieważ z przyczyny rów noległoboków ABFE, 
aBFe, boki AE, ae jako równe bokowi BF so- 
bie równoległemu, są równe sobie; przeto od- 
ciągając od nich część wspóluą Ać; zostanie 
Aa Be. Podobnie się dowiedzie że Pd = HA. 

Dla wykonania teraz przystawania dwóch brył 
BaADd, 1761/11/1 7 podstawę Feh na jey 
równey Bad: wówczas punkt c padnie na a, 
a punkt A na d: boki eE, hH padną na sobie 
równe aA, dU, bo one są prostopadłe do teyże 
płaszczyzny Bad. Dwie więc bryły, o których 
mówimy, zupełnie zeydą się z sobą; azatém gra- 
niastosiup pochyły BADFEH jest równoważny 
graniastosłupowi prostemu BadF'eh. 

Podobnym sposobćm się dowiedzie że grania- 
stosłup pochyły BDCFHG jest równoważny 

7 
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graniastosłupowi prostemu BdcFhg. Lecz dwa 
gui aniastosłupy proste BadFeh, BdcF Ag są równe 
między sobą, gdyZ mają tęż same 나으 BFa 
podstawy ich Bad,Bde są ołowiana tegoż samego 
równoległoboku (5). Azatóm dwa BESA OG 
py troykatne BADFEH, BDCFHG równoważ- 
ne graniastosłupom równym, są. W dza 
sobie. 

Wniosek. Każdy graniastosłap troykątny 
ABDHEF, jest połową równoległościanu AG, 
wystawionego z tegoż samego 34 bryłowego 


JA, i z tychże samych krawędzi AB, AD, AE. 
PODANIE 
TWIERDZENIE. 


Jeżeli dwa równoległościany AG, AL (fig. 
55), mają, wspólną podstawę ABCD, a pod- 
stawy ich górne EFGH, IKLM, leżą na je- 
dne łaszczyznie , zawarie między temiś 
و‎ 이형 równoległemi EK, HL, takie dwa 
równoległościany są równowaźne sobie. 

^ I 

Ta zachodzić mogą trzy przypadki: albo EL 
jest większe od È F, albo mnieysze, albo nako- 
niec ZI równe EF; lecz dowodzenie zawsze bę- 
dzie toż samo: Lois dada naprzód, Ze'grantasto- 
słup troykątny AEIDHM jest równy graniasto- 
słupowi troykątnemu BF لکا‎ 


Jakoż, ponieważ AE jest równoległą do BE 
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a HE do GF; kat AEI — BFK, HET = GFK 
a HEA- GEB. Z tych sześciu kątów , trzy 
pierwsze składają kąt bryłowy E, wtrzy dru- 
gie składają kąt bryłowy F; azatóm, ponieważ 
kąty płaskie są równe każdy każdemu i podobnie 
rożłożone, kąty bryłowe E iF są równe. Jeżeli 
teraz położbymy graniastosłup AEM na grania- 
stosłupie BEL, anaprzód podstawę AET na pod- 
stawid BFK, te dwie podstawy, jako równe, przy- 
staną do siebie; a ponieważ kąt bryłowy E jest 
równy kątowi bryłowemu F, przeto bok EH هم‎ 


dnigpa, kg sobie równy FG. Niepotrzeba juź wię- 
cey 216, że dwa graniastosłupy zeydą się 
z solia w caley swey rozciągłości;bo podstawa A ET 
"i krawędź 111 graniastosłup AEM, 
tak'jak podstawa BFK i kraw ędź FG determinują 
graniastosłup BFL (3): azatóm te graniastosłupy ٢ 
są równe. 
` Lecz gdy od bryły AL odetniemy graniasto- 
słup AEM, zostanie równoległościan AIL: a gdy 
od teyże bryły AL odetniemy graniastosłup BEL, 
zostanie równoległościan AEG: azatém dwa ró- 
wnoleglościany AIL, AEG są równowaźne sobie. 
1 


PODANIE X. 


TWIERDZENIE. 
( 


Dwa równoległościany jednakiey podsta- 
wy i jedney wysokości są równoważne sobie. 


Niech będzie ABCD (fig. 54) podstawa wspólna 
8 g* 
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dwóm równoległościanom AG, AL: ponieważ te 
równoległościany są jedney wysokości,przeto pod- 
stawy ich górne EFGH, IKLM będą na jedney 
plaszezyznie.Nadto, krawędzie EF i AB są równe 
i równoległe, toż samo i krawędzie IK, AB; aza- 
tém EF jest równa i równoległa krawędzi IK: dla 
podobney przyczyny, GF jest równą i równole- 
gla LK. Przedtuzmy krawędzie EF, HG, oraz 
krawędzie LK i IM, tak aby te przedłużenia, 
przez wzajemne swe przecięcia się, utworzyły 
równoległobok NOPQ. Ten równołegłobok o- 
czywiście jest równy każdey z podstaw EFGH, 
IKLM. Jeżeli więc wyobraziémy sobie trzeti ró- 
wnoległościan na podstawie dolney ABCD, a 
mający za podstawę górną równoległobok NOPQ; 
ten trzeci równoległościan będzie równoważny 
` równolegloscianowi AG (9): bo mają tęż samę pod- 
stawę dolną,a zaś górne leżą najedney płaszczyznie, 
między linijami równolegiemi GQ, FN. Dla teyże 
przyczyny ten trzeci równolegioscian jest równo- 
ważny równoległościanowi AL: azatém dwa ró- 
wnoległościany AG, AL, mające tęż samę pod- 
slawę i wysokość, są równowaźne między sobą 
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PODANIE XL 


TWIERDZENIE. 


Kaźdy równoległościan może bydź zamie- 
niony na równoległościan prostokątny ró- 
wnowaźny, mający tg samę wysokość i pod- 
stawg równowaźną. 


Niech będzie AG (fig. 54) równoległościan da- 
ny: z punktow A, B, C, D, poprowadźmy AI, 
BK, CL, DM, prostopadłe do plaszezyzny podsta- 
wy; tym sposobém utworzémy równoległościan 
AL, równowazny równoległościanowi AG, a 
w którym ściany boczne AK, BL i t. d. będą pro- 
stokątami.Jeżeli więc podstawa A BCD jest prosto- 
kątem, równoległościan AL będzie prostokątnym 
równoważnym równolegloscianowi podanemu AG. 
Lecz jeżeli ABCD nie jest prostokaqtém (fig. 55), 
poprowadźmy AO, BN prostopadłe do CD: a po- 
tém OQ i NP prostopadłe do podstawy; a tak 
mieć będziemy bryłę ABNOIK PQ, która będzie 
równoległościanem prostokątnym.Jakoż zwykre- 
ślenia,podstawa ABNO i jey przeciwległa IKPQ, 
są prostokqtami; ściany jey boczne są także pro- 
stokątami, bo krawędzie AT, OQ itd. są prosto- 
padłe do płaszczyzny” podstawy; azatóm bryła 
AP jest równoległóścianem prostokątnym. Aże 
te dwa równoległościany AP, AL, uważać się 
mogą jako mające jednę podstawę ABKI, i tęż 
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same wysokość AO; azatém są sobie równowa- 

Zne; azatém równoległościan AG zamieniony na- 

przód na równoległościan sobie równowaźny AL 

(fig. 54) został znowu zamieniony na równoleglo- 

ścian prostokątny AP (fig. 55) sobie równowa- 

*żny, mający t$ same wysokość AI i podstawę 
د‎ ABNO równoważną podstawie ABCD. 


PODANIE XIL 
TWIERDZENIE. 


Dwa równoległościany prostokątne AG, 
AL (fig. 56), mające 205 samę podstawę 
ABCD, mają się do siebie jak ich wysako- 
ści AE, AI. : 


Przypuśćmy naprzód, że wysokości AE, AT 
mają się do siebie jak dwie liczby całkie, ددم‎ 
przykład jak 15 do 8. Podzielmy AE na 15 
części równych, jakich AI zawiera 8; i przez 
punktgępodziałów a, y, z it. d. poprowadźmy pła-, ! 
szczyzny równoległe podstawie. Te płaszczyzny 
podzielą bryłę AG na15 równoległościanow cząst- 
kowych, równych między sobą, jako mających 
podstawy i wysokości równe: podstawy równe;po- 
nieważ każde przecięcie MIKL, zrobione w gra- 
niastoslupie równolegle do jego podstawy ABCD, 
jest równe podstawie (7): wysokości równe, bo te 
wysokości są samemi podziałami Az, zy, xzi t. d. 
Ponieważ z tych 15 równoległościanów równych, 
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ośm jest zawartych w bryle AL: azatóm bryła 
AG, tak się ma do bryły AL, jak 15 do 8: 
czyli w ogólności jak wysokość AE do wysoko- 
ści AI. 

Powtóre, jeżeli stosunek AE do AI nie mo- 
Že się wyrazić w liczbach, powiadam iż nie mniey 
bę dzie bryt. AG: bryt AL:: AE : AI. Bo jeżeli 
ta proporcya niema mieysca, założmy tedy iż 
jest brył. AG:brył. AL :: AE: AO. Podzielmy 
AE na części równe, z którychby każda była 
mnieyszą od OI: jeden przynaymniey punkt po- 
podziału m przypadnie między O i I. Niech 
będzie Pj równoległościan, który ma za podsta- 
we ABCD, a za wysokość Am, Ponieważ wy- 
sokości AE, Am mają się do siebie jak dwie licz- 
"by całkie, przeto będzie brył. AG:P:: AE: Am. 
Lecz z założenia mamy brył. AG:brył. AL:: 
AE: A0; stąd wypada brył. AL: P:: AO: Am. 
A£e AO jest większe od Am, przeto, aby pro- 
porcya była prawdziwą, potrzeba żeby bryła AL 
byla większą od P. Przeciwnie zaś, jest ona 

*mnieyszą: azatóm niepodobieństwem jest aby 
czwarty wyraz proporcyi brył, AG: brył. AL:: 
AE:z, był linią większą od AI. Przez podo- 
bne rozumowanie dowiedzie się, że czwarty wy- 
raz nie może bydź mnieyszym od AI; azatém ró- 
wny bydź musi AI: dwa więc równoległościany 
prostokątne jednakiey podstawy mają się do siebie 
jak ich wysokości, 
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PODANIE XII. 
TWIERDZENIE. 


+ N 
Dwa równoległościany prostokątne AG, 
AK (fig. 57), mające jednę wysokość AE, 
majq się do siebie jak ich وم‎ a, 
AMNO. 


Postawiwszy bak siebie dwie bryły, jak fi- 
gus wystawia, przedłużmy płaszczyznę ONKL 
aż do spotkania się zWlaszezyzna DCGH, podług 
linii PQ: mieć będziemy trzeci równoległościan 
AQ, który porównać można z każdym z równo- 
ległościanow AG, AK. Dwie bryły AG, AQ, 
mające jednę podany AEHD, maja sie do sie- 
bie jak ich wysokości AO, AB. Podobnie-dwie 
bryły AQ, AK; mające wspólną podstawę AOLE, 
mają się do siebie jak ich wysokości AD, AM, 
A tak mieć będziemy te dwie proporcye 


brył. AG:brył. AQ::AB:AO, 
brył, AQ:brył. AK:: AD: AM; 


mnożąc te dwie proporcye w porządku swoim, 
i opuszczając w wypadku, wspólny. mnożnik 
brył. AQ, otrzymamy 


brył. AG : brył. AK: : ABX AD: -AOXAM, 


Ae ABXAD wyraża podstawę ABCD, a zaś 
AOXAM wyraża podstawę AMNO; azatém dwa 


http://rcin.org.pl 


4 


- 


XIEGA VL 105 
równoległościany prostokątne równey wysokości 
mają się do siebie jak ich wysokości. 


PODANIE XIV. 


TWIERDZENIE, 


Dwa jakiekolwiek równoległościany pro- 
stokątne, mają Się do siebie jak mnogości 
zich podstaw przez ich wysokości: czyli jak 
mnogości z ich trzech wymiarów. 

7 , سر‎ OM 

Bo umieściwszy dwie bryły AG, AZ (fig. 57) 
tak; aby ich' powierzchnie néfaly. kat wspólny 
BAE, gdy przedłużemy płaszczyzny potrzebne do 


utworzenia trzeciego równoległościanu AK مز‎ 


-dney wysokości z równoległościanem AG: mieć 
' będziemy na mocy poprzedzającego twierdzenia 


bryt. AG: brył. AK :: ABCD: AMNO. 


Ale dwa równoległościany AK, AZ, mające tęż 
samę podstawę AMNO, mają się do siebie jak ich 
wysokości AE, AX, przeto będzie 


brył. AK i brył. AZ :; AE: AX. 


Mnożąc przez sig w swoim porządku te dwie pro- 
porcye, i opuszczając w wypadku mnożnik wspól- 
ny brył. AK, otrzymamy 


"brył. AG: brył. AZ:: ABCDXAE : AMNOXAK. 


W mieyscu podstaw ABCD i AMNO,położyć mo- 
ina ABXAD i AOXAM; przez co otrzymamy 
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brył. AG brył. AZ: ABXADXAE : AOXAMxAX, 


Azalám dwa jakiekolwiek równoległościany pro- 
stokątne inają się do siebie i t.d.. 
Uwaga. Stąd wypada; i2 za miarę równoległo- 
Ścianu prostokątnego, wziąć można mnogość z jego 
podstawy przez wysokość, czyli mnogość z trzech 
jego wymiarów. Ina tymlo właśnie początku, 0- 
pieramy obrachunek wszystkich brył innych. 
Dia wyrozumienia ley miary, przypomnieć so- 
bie należy, co-rozuiiegiv przez mnogość dwóch 
lub“ więcey liniyfzmnogość liczb wyrażających 
te linie yj. te liczby,/zawisłe są od jedności Ji- 
niowey, którą wziąć można od upodobania. Mno- 
gość więc trzech wymiarów równoległościanu, 
jest liczbą samą przez się nie nieznaczącą, a któ- 
raby inną bydź mogła, gdybyśmy inną wzięli je“ 
00086 liniową. Lecz gdy się pomnożą przez się 
podobnie trzy wymiary innego równoległościa- 
` mu, obliczone w teyże jedności liniowey; dwie 
mnogości mieć się będą do siebie jak bryły, i da- 
dzą wyobrażenie o ich wielkości względney. 

Wielkość bryły, jey objętość czyli jey roz- 
ciągłość, stanowią to co nazywamy órytowato- 
ścią: i wyraz bryłowatość używa sie szezegól- 
nie do oznaezenia miary takiey bryły: i tak mó- 
wi sie, że 'brylowatość równoległościanu prosto- 
kątnego jest równą mnogości z jego podstawy 
przez jego wysokość,czylirówną mnogości z trzeci 
jego rozmiarów., 3 ; 

Trzy rozmiary sześcianu, ponieważ są równe 
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Ary Pena. 4 ws T£ 6 * va. Es," m ‘iog 
기 przefó*jeżeli"bok jest 1, bryłowatośćejego 


będzie 1X1X1 czyli 1; jeżeli bok jest 2, bryło- 
watość jego będzie 2x2X2 czyli 8: jeżeli bok 
jest 5, bryłowatość jego będzie 3x 5 X 5 czyli 27; 
i tak daley. A tak gdy krawędzie sześcianów są 
jak liczby 1, 2, 5, it. d.; same sześciany czyli 
ich brytowatości są jak liczby 1, 8, 27, i t. d. 
Ztąd pochodzi, iż w Arytmetyce szescianem 
jakiey liczby, nazywają mnogość wypadającą 
z trzech mnożników równych tćy liczbie. 
Gdybyśmy zadali sobie zrobić sześcian podwóy- 
ny względem sześcianu danego, potrzeba było- 
by, żeby bok sześcianu szukanego miał się do 
boku sześcianu danego. jak pierwiastek sześcien- 
ny z 2 do jedności. Bardzo łatwo znaleźć mo- 
208, przez wykreślenie geometryczne, pierwia- 
stek kwadratowy z 2; lecz nie można znaleźć 
pierwiastku sześciennego, a przynaymniey przez 
proste działania Geometryi poczatkowéy, które 
zawisły od użycia samych tylko liniy prostych, 
których znane są dwa punktu i koła,których środ- 
gi i promienie są determino wane. 
TX Z przyczyny téy trudności, zagadnienie o po- 
ŁRwaydwojeniu sześcianu było sławnćm u starożytnych 
dniigoometrów , tak jak zagadnienie podziału kąta 
Pha "na trzy rów. e części, które prawie jest tegoż 
duhe 31E 3O porzadk a. ik od dawna już znano roz- 
سه‎ PDU którym ie gatunki zadań są podległe, 
hê tore, chociaż 57 proste, jak w 'ykreslenia 
اه‎ Ge on pocz zątkowćy, nie są jednak ani zw | 
E. ولزو‎ adne, ani mnićy śgisie. 
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PODANIE XV. 2 


TWIERDZENIE. 


Bryłowatość równoległościanu, a w ogól- 
ności, bryłowatość jakiegokolwiek grania- 
stoslupa, jest równa mnogości z jego pod- 


^ 


stawy przez. wysokość. 


Jakoż, 1” wszelki równoległościan jest równo- 
ważny równoległościanowi prostokątnemu, mają- 
cemu tęż samę wysokość i podstawę równowa- 
Żną.(11). Bryłowalość zaś téy ostatniey bryły 
jest równą mnogości 2 podstąwy przez wyso- 
kość: azatóm bryłowatość pierwszey bryły jest , 
podobnie równa mnogości z podstawy przeź wy- 

rea hsc 
„ Wszelki graniastosłup troykątny, jest po- 
b równoległościanu jedney z nim , wysokości, ١ 
a dwa razy większćy podstawy (8). Że zaś bry- 
łowatość ostatniéy bryły jest równa podstawie 
mnożonćy przez jóy wysokość; azatém brylowa- 
tość pierwszćy bryły, to jest graniastosłupa, jest 
równa mnogości z jego podstawy, połowy pod- , 
stawy równoległościanu, mnożonćy przez jego“ 
wysokość. e. 
5°. Wszelki granidstosłup może bydź podzies ~ 
lony na tyle graniostosłupów troykątnych mas ' 
jących jednę wysokość, ile utworzyć można troy- 
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Lecz bryłowatość każdego graniastosłupa troy- 
kątnego, jest równą jego podstawie mnożoney 
przez jego wysokość; a ponieważ wysokość jest 
jedną dia wszystkich graniastosłupów , przeto 
summa wszystkich graniastostupów cząstkowych, 
będzie równą summie wszystkich troykątów slu- 
żących im za podstawy y mnożonćy przez wyso- 
kość im wspólną. Azalém bryłowatość wszelkie- 
go wielokątnego graniastosłupa, jest równą mno- 
gości zjego podstawy przez jego wysokość. 

IVniosek. Gdy porównamy dwa graniastosłu- 
py mające jednę wysokosć; mnogości podstaw 
przez wysókości mieć się będą do siebie jak pod- 
stawy; a zatóm dwa graniastosłupy jednóy wy- 
sokości, mają się do siebie jak ich podstawy: dla 
podobney przyczyny,dwa graniastostupy jednych 
podstaw mają się do siebie jak ich wysokości. 

POWANIE EVE 
TWIERDZENIE. 
` Gdy ostrosłup SABCDE (fig. 58) przecię- 
ty będzie płaszczyzną abd równoległą do 
jego podstawy; 

19, Krawędzie SA, SB, SC, . . p. i wysokość 
SO, będą podzielone prepórcyonalnie | w a, 
i : 

°. Przecięcie. ahcde będzie wielobokiem 
A podstawie ABCDE. 
Jakoż 1°, ponieważ płaszczyzny ABC, abc są 


| | 


http://rcin.org.pl 


110 | GROMETRYI 

równoległe, przecięcia ich AB, ab przez trzecią 
SAB są równoległe (10,5); azatóm troykąty SAB, 
Sah są podobne, i mamy tę proporeya SA: Sa:: 
SB : SŁ: podobnie mieć będziemy SD : Sb: : SC SE 
i tak daley. . Wszystkie więc krawędzie SA, 
SB, SC i t. d., przecięte są proporcyonalnie : 
w a,b, e, it.d. Wysokość SO jest także prze- 
ciętą w punkcie o w takieyże proporcyi: gdyż 
BO i bo są rów noległe ; a zalćm będzie OS: 
a :2 SB: Sb. 

. Bok ab jest równolegty do AB, bc do BC, 
eb do cd it. d., kąt abc= ABC, kąt Bod==BCD, 
i tak daley. Radio. 2 podobieństwa tioykątów 
SAB, Sab mamy AB: ab :: SB: Sb; az przy- 
czyny podobnych troykątów SBC, Sóc mamy 
SB:Sb::BC:bc; podobnie mieć bodziomy BG: Joc: 
CD : cd; i tak dalcy. Wieloboki więc ABCDE, 
abcde mają kąty równe każdy każdonia i boki 
odpowiedne pfoporcyonalne: azatém są podobne. 

FF niosek. Niech bed SABCDE, SXYZ dwa 
ostr ostupy, kort wezo olek jest y 1 
jedni sa wysukosda czyli których podstawy są” są a^ 
pefezene na jedney plaszezyznie: gdy się te o- 
strosłupy przetną płaszczyzną równoległą do pła- 
szczyzny podstaw, wypadną ztąd przecięcia abede, 
xyz; powiadam, £e przecięcia abcde, xyz mieć się 
bę 7 do siebie TA podstaswy ABCDE, XYZ. 

Jakoż ponieważ wieloboki ABCDE, abcde są 
podobne, przeto powierzchnie ich mają się do 
siebie jak kwadraty zboków odpowiednych AB, 
ab;'aże AB:ab : : SA : Sa;przeto ABCDE: adcde:: 
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SA”: Sa. Dla podobney przyczyny XYZ: xyz: : 
SX : 5v. Lecz że abczyz jest jedną płaszczy- 
zną, przeto mamy także SA : Sa :: 8X : Sz; a za- 
tóm ABCDE : abcde:: XYZ: E więc 
abcde, «wyż mają się do siebie jak podstawy 
ABCDE, XYZ. Azatém jeżeli podstawy ABCDE, 
XYZ są równowaźne, przecięcia zrobione w ró- 
wnych wysokościach, są także równoważne. 


PODANIE XVII. 


TWIERDZENIE, 


Dwa ostrosłupy troykątne, niające pod- 
stawy równoważne a wysokości równej są 
sobie równowaźne. 


Niech będą SABC, sabe (fig.:59)/dwa ostro- 
słupy wysokości jedney AT io podstawach troy- 
katnych ABC, abc, równoważnych, a które przy-, 
puszczamy, iż leżą na jedney direptis Qn Je- 
2611 te ostrostupy nie'są rów nowaźne, niech bę- 
dzie sabc naymnieyszy, a "Ax niech będzie wy- 
sokością gr anjastosIupa, któryby po ord na 
REENE ABC, był równy ich różnicy, 

Podzielmy wysokość wspólną AT, na części 
sobie równe, mnieysze od Az, i Niech będzie 

`k jednq z tych części. Przez puuktż podziału 
wysokości, poprowadźmy płaszczyzny równo- 
legie do płaszczyżn podstaw: przecięcia uczynio- 
ne przez każdą z tych płaszczyzn w dwóch ostro- 
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słupach będą równoważne (16 wnio.) jak naprzy- 
kład DEF i de/, GHI i ghi, i t. d. To zrobiw- 
szy, na troykatach ABC, DEF, GHI i t, d. wzię- 
tych za podstawy, wystawmy graniastosłupy ze- 
wnętrzne , któreby miały za krawędzie części 
AD, DG, GK, i t. d. boku SA; podobnie na troy- 
kątach def, ghi, kim, i t. d., wzietych za podsta- 
Wy, wystawmy w drugim ostrosłupie, graniasto- 
słupy wnętrzne, któreby miały za krawędzie od- 
powiadające części boku sa. Wszystkie te gra- 
niastosłupy cząstkowe mieć będą wysokość wspól- 
ną A. 

Summa graniastoslupów zewnętrznych ostro- 
słupa SABC.jest większa od Lego ostrosłupa; sum- 
ma graniastosłupów wnętrznych ostrosłupa sabc, 
jest mnieyszą od tego ostrosłupa. Dla tych dwóch 
więc przyczyn, różnica między dwiema summa. 
mi graniastosłupów, powizna bydź większą od 
różnicy między dwóma ostrosłupami. 

Aże idąc od podstaw ABC, abe, drugi gra- 
niastosłup zewnętrzny DEEG jest równoważny 
pierwszemu graniaslosłupowi wnętrznemu defa; 
bo ich podstawy DEF, def, są równoważne, a 
mają wspólną wysokość 4; dla teyZe samey przy” 
czyny, są równowaZne: trzeci graiastosłup ze- 
wnętrzny GHIK i drugi wnętrzny ghid; czwar= 
ty zewnętrzny i trzeci wnętrzny, i t. 0., aZ doo- 
statniego , jednych i drugich graniastosłupów, 
Azató wszystkie graniastosłupy zewnętrzne مه‎ 
strosłupa SABC ; wyjąwszy pierwszy ABCD, 
mają sobie równoważne graniastosłupy wng- 
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trzne ostrosłupa sabe.  Azatém graniastosłup _ 
ABCD jest różnicą między summa graniastosłu- 
pów zewnętrznych ostrosłupa SABC i summa 
graniasltosłupów wnętrznych ostrosłupa sabc; aże 
ta; różnica tych dwóch summ, jest większą od 
. różnicy dwóch ostrosłupów , a zatém potrzeba 
byłoby, aby graniastosłup ABCD był większy od 
graniastosłupa ABCX ; lecz przeciwnie jest on 
mnieyszy, ponieważ mają jednę podstawę ABC, 
a wysokość k pierwszego, jest mnieysza od wy- 
sokości Aa drugiego graniastosłupa. Przypu* 
szezenie więc, od któregośmy do tego wypadku 
przyszli, nie może mieć mieysca, a zatóm dwa 
ostrosłupy SABC, sabe podstaw równoważnych 
i wysokości równych, są równowaźne sobię. 


PODANIE XVIII. 


TWIERDZENIE. 


1 4 | 
77 szelki ostroslup troykątny jest trzecią 
częścią graniastosłupa troykątnego, mają- 
cego 1g samg podstawę 2705 samę wysokość. 


Niech będzić SABG (fig. 60) ostrosłup troy- 
,رماوا‎ a zaś ABCDES, graniastosłup troykątny 
jedney podstawy i wysokości z ostrosłupem; po- 
wiadam, 6 ostrosłup jest trzecią częścią tego ` 
graniastosłupa. 
Odetniymy od graniastosłupa ostrosłup SABC, 
zostanie bryła SACDE, którą uważać można wer pc 
8 1 
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ko ostrosłup czworokątny, którego wierzchołek 
jest w S, a podstawą jest równoległobok ACDE. 
Poprowadźmy przekątną CE, i daymy płaszczy” 
znę SCE; która podzieli ostrosłup czworokątny 
na dwa ostrosłupy troykątne SACE; SDCE. Te 
dwa ostrosłupy za wysokość wspólną mają pro- 
stopadłę spuszczoną z wierzchołka S na płaszczy- 
znę ACDE; mają zaś podstawy równe, bo troy- 
kąty ACF, DCE są dwiema połowami jednego 
równoległoboku: a zatém dwa ostrosłupy SACE, 

SDCE są równoważne sobie: lecz ostrosłup SDCE 
i ostrosłup SABC, mają podstawy równć ABC, 
DES, mają także równą wysokość, bo jest ona 
odległością płaszczyzn równoległych ABC, DES; 
dwa więc ostrosłupy SABC, SDCE są równo- 
ważne; aże dowiedliśmy, że ostrosłup SDCE 
jest równoważny ostrosłupowi SACE; a zatén: 
trzy ostrosłupy SABC, SDCE, SACE, sktadaja- 
ce graniastosłup ABD, są równoważne sobie.A za- 
tóm ostrosłup SABC jest trzecią częścią grania= 

stosłupa ABD, mającego tc same podstawę i wy- 
sokość. 
Wniosek. Bryłowatość ostróstupa troykatnéz 
80, równą jest trzeciey części mnogości 2 pods 
stawy przez jego wysokość. 


ㅣ 
1 
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PODANIE XIX. 
TWIERDZENIE. ٧ 


JF szelki ostrosłup SABCDE (fig: 58), ma 
za miarę trzecią część mhogości z jego pod- 
stawy ABCDE przez jego wysokość AO. 


Jakoż, gdy przeprowadzićńiy płaszczyżny SEB, 
SEC,przez przekątne EB, EC, podzielémy przez 
tO ostrosłup. wieloboczny SABCDE ; na wiele 
bstrosłupów tróykątnych, mających jednę wyso- j 
kość SO. A że ha mocy poprzedzającego twier- 
dzenia ; każdy z tych ostrósłopów mierzy się 
innogością każdey z podsiaw ABE; BCE, CDE, 
prźez rzócią część jego wysokości SO; a zatém 
śumma ostrostapów troykąthych, ozyli ostrosłup 
wieloboczny SABCDE, mieć będzie za miarę 
suimmę troykatów ABE,BCE,CDE, składających 
podstawę. wielóboczną ABUDE; mhożoną przez 
2 S0; a zatém wszelki ostrosłup, ma za miarę trze 
cią 02696 minógości Z jego podstawy przez jego 
Wysokość. WA ta 
. Wniosek Í. Wszelki ostrosłup jest trzecią czę- 
ścią graniastosłupa ; mającego tęż mg podsta- 
Weg i wysokość: - 

Wniosek 11. Dwa osttosłupy jedney Wysoko- 
ści, mają się do siebie jak ich podstawy, a dwa 
ostrosłupy jedney podstawy miają się do siebie jak 
ich wysokości: 

8* 
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Uwaga. Obrachować można bryłowatość ka- 
żdego ciała wielościennego, rozkładające je na 
ostrosłupy, i ten rozkład wielu sposobami wy- 
konać się može; nayprostszy jest ten, prowadzić 
płaszczyzny podziałowe przez wierzchołek je- 
duégoi kąta bryłowego, a wówczas mieć hędzie- 


Amy tyle ostrosłupów cząsikowych, ile „jest ścian 


w wielościanie, wyjąwszy ściany składające kąt 
bryłowy, skąd płaszczyzny podziałowe prowa- 
dzilismy. ^ f 


PODANIE XX. 


TWIERDZENIE. 


Dwa wielościany symetryczne są równo- 
ważne między sobą czyli równe co do 7۰ 
żowatlości. M 1 " 


|j 


Jakoż 19 dwa ostrosłupy tróykątne symetry- 
czne, jakiemi są SABT, 'TABC (fig. 61), mają, za 
miarę wspólną, mnogość zpodstawy ABC przez - 
trzecią część wysekości SO lub ‘FO; azatém te 
ostrosiapy są równowaźne między sobą. 2° Je- 
żeli jakimkolwiek sposobém podzielemy jeden 
z wiełościanów symetrycznych na ostrosłupy tróy- 
kątne, można będzie podzielić podobnie inny wie- 
lościan na ostrosłupy troykątne symetryczne; aże 
estrosfüpy troykątne symetryczne, 58 równowa- 
Żne każdy każdemu; azatém i całkowite wie- 
łościany będą równoważne między 80088 czyli 
równe co do bryłowatości. j ! 
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Uwaga. To podanie zdawałoby się wprost wys 
padać z podania ii, gdzie pokdzano, że w dwóch 
wielościanach symetrycznych, wszystkie części, 
składające jednę bryłę, są równe częściom skła- 


dającym drugą bryłę: leczpie-msę otrzeba by- 
loli? lade Wo, po A m. + WS 
PODANIE XXL | 


TWIERDZENIE. 


Pa 


Gdy ostrosłup przetsiemy płaszczyzną 
równoległą do jego podstawy, kloc, czyli o- 
strosłup. ścięty pozostały po odjęciu mate- 
80 ostrestupa , jest równy summie irzech 
ostroslupów, mających za wysokość wspólną 
wysokość kloca, a za podstawy, 


podstawę 


. deinq kloca, jego podstawę górną i średnią . 


proporcyonalną między temi dwiema pod- 
stawami. 


Niech będzie ostro łup ABCDE (fig. 62) prze: 
cięty płaszczyzną abd równoległą do podstawy; 
niech będzie TEGH ostrosłup troykatny, któ- 


r podstawa i wysokość sąrówne albo równo- 


ważne podstawiei w ysokosei ostrosłupa SABCDE. ' 


Można założyć $e dae podstawy leżą na jedney 

plaszezyznie: a wówczas płaszczyzna abd przedtu- 

żona, zadetermintüje , w ostrosłupie troykątnym, 

przecięcie fgh, położone w teyże odległości nad 

płaszczyzną wspólną podstaw: skąd znowu 4 
i 


X 
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pada, Że przecięcie fgh ma się do przecięcia ax; 
jak podstawa FGH do podstawy ABD (16). A po- 
nieważ podstawy są równoważne, przeto takiemi 
są iprzecięcia, Ostrosłupy więc Sabede, T/y h są 
rów 0 Y maja jedne w ysokość i i podstawy 
równoważne.bla teyze sainey przyczyny ostrosłu- 
py SABCDE,TEGH są równoważne: azatém kloce 
ABDdab, FGHh/g są równoważne, a następnie 
dosyć będzie dowieśdź podania, wysłowionego 
„ tyłko pa przypadek klocą Patąstępą troyką. 
tnego. 

Niech będzie FGH Az (fig. 65) kloc ostrosłu- 
pa troykątnego o podstawach równoległych Przez 
trzy punkt F, g, H, poprowadźmy płaszczyznę 
FgH , odcinającą od kloca ostrosłup troykątny 
gFGH. Ten ostrosłyp ma za podstawę, podstawę 
dolną FGE klocą, ma także za wysokość, wy- 
sokość kloca; bo wierzchołek 8» jest na płaszczy: 
znie podstawy górney /gh, . 

Po odcięciu tego ostrosłupa, zostanie ostrosły 
czworokątny gfAHE, którego wierzchołek g E 
ma podstawi JAHE, Przez trzy panktg F g,H 
poprowadźmy płaszczyznę /gH , która oe 
ostrosłup ezworokatny na dwa ostrosłupy troy- 
katne gF/H, gfAM. Ten ostatni ma za podstawę 
g/h podstawę górną kloca, a za wysokość, wyso- 
kość tegoż kloca; gdyż wierzchołek jego H, należy 
do podstawy dolney: a tak mamy już dwa z trzech 
ostrosłupów mających składać kloc. 

Zostaje do rozważenia trzeci ostrosłup ein. 
jeżeli poprow adzikm y gK równoległą do /F, i 
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gdy wyobrazi&my 1 nowy ostrosłup /FHK, które- 
go wierzchołkiem jest K, a podstawą F/H; te 

„„dwa ostrosłupy mieć będź 168 samę podstawę 
F/H, mieć także będą tęż same wysokość; 
gdyż wierzchołki g i K położone są na linii 
gK równoległzy do fF, a następnie równolegtey 
do płaszczyzny podstawy: azatém te ostrosłupy 
są równowaźne. Lecz ostrostup /FKH może bydź. 
uważany jako mający swóy wierzchofek w /, 
a tak mieć on będzie tęysamę wysokość co kloc: 
co się tycze jego podstawy FKH, powiadam 
że ta jest średnią proporcyonalną między pod- 
stawami FGH, fgh. Jakoż troykąty FHK, 

z^, mają pisi kąt równy ل1‎ — f, i bok 

FK = fg; azatém będzie (24,3) FHK : fgh:: 
FH:/^. Mamy także FHG : FHK :: FG: FK 
czyli fg. Lecz troykąty podobne FGH, /gh da- 
ją drwi azalóm FGH : FHK :: 
FHK :/gh; a tak podstawa FHK jest średnią 
proporcyonalną między dwiema podstawami FGH, 
Jgh; azatém kloc ostrostupowy troykątny o guy 
stawach równoległych, równy jest trzem ostro- 
stupom, mającym za wysokość wspólną wysokość 
kloca, a których podstawami są: podstawa dolna 
kloca, jego podstawa górna iśrednia proporcyo- 
nalna między temi dwiema podstawami. 
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PODANIE XXIL 
Z 
TWIERDZENIE. 


Gdy graniastosłup tr oykątny, którego 
ABQ (fig. 60) jest podstawą, przetniemy pła- 
Mszczyzną DES nachyloną do tey podstawy, 
bryła ABCDES wypadająca z tego przecię- 
cia, będzie równa summie trzech ostrostu- 
pów , których wierzchołkami są D, E, 9 
a podstaveq wspólną ABC. » 


Przez trzy punkia 5; A, ©, poprowadźmy pła- 
szczyznę SAC, która od graniastosłupa ściętego 
ABCDES, olli tui ostrosłup troykąlny SABC: 
ten ostresłup ma za podstawę ang asza wierz- 
chołek punkt S. 

Po odicciu tego ej Nude zostanie ostrosłup 
czwoiokainy SACDE, którego S jest wierzchoł- 
kiem a ACDE. podstawą. Przez trzy punkty 
S, E, C, poprowadźmy jeszcze płaszczyznę SEC, 
która podzieli óstrostup czworókątny na die 
ostrosłupy troykatne SACE, SCDE. 

Ostrosłup SACE, „mający za podstawę tróykat 
AFC a za wierzchołek punkt رگ‎ jest równowa- 
` Any, ostrosłupowi EABC, mającemu za: podsta wę 
AEC aza wierzchołek Śróki B. 

Ponieważ te dwa ostrosłupy mają tęż same 
podstaw , przeto maja teZ same wysokość; ba 
linia BS, jako równoległa do kilder z liniy 


YN 
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AE, CD, jest równoległa do ich płaszczyzny ACE; B 
a zatóm ostrosłup SAGE jest równoważny ostro- 1 
slupowi EABC, który uważany bydź może, jako 

mający za podsiawę ABC, a za wierzchołek n 

| punkt E. 1 S 

Trzeci ostrosłup SCDE może bydź naprzód E 
zamieniony na ASCD, gdyż te dwa, ostroslupy | 
mają tęż same podstawę SCD; mają także one : 
tęż samę wysokość , bo AE jest równoległą do | 
płaszczyzny SCD; a zatém ostrosłup SCDE jest 
rówuowazny ostrostupowi ASCD. Potém, osiro- 
$lup ASCD, może bydź zamieniony na ABCD, 8 
gdyż te dwa ostrosłupy mają podstawe wspól- 
ną ACD; są one także i jedney wysokości, bo | 
ich wierzchołki S i B, leżą na linii równole- 
głóy do płaszczyzny podstawy. 

"A zatém ostrosłup SCDE równoważny ostroe 
słupowi ASCD, jest także równoważny ostro- 
słupowi ABCD; ten zaś ostatni może bydź uwa- 
zany jako mający za podstawę ABC a za wierz- 
chofek punkt D. a 

A zatém nakoniec, graniastosłup ścięty czyli 
klocowy ADBGDES, jest równy summie trzech 
ostrostupów, mających za podstawę wspólną ABU 

a za wierzchołki sobie odpowiedne punkta D, 

| 5% ول 

Wniosek. Jeżeli krawędzie AE, BS, CD są ` 
prostopadłe do płaszczyzny podstawy, będą one 

razem wysokościami trzech ostrosłupów „składa- 

jących graniastosłup ścięty; tak, że bryłowatość 

E ściętego wyrazi się wawsme przez 


1 
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1 ABC xX AE } ABC x BS + z ABC x CD; ilość, 
która się przywodzi مل‎ ABC x (AE ې‎ BS--CD). 


PODANIE XXII. 


TWIERDZENIE. 


JF dwóch ostrosłupach troykątnych podo- 
bnych, ściany odpowiedne są podobne sobie, 
a kąty bryłowe odpowiedne są równe. 


Podług opisania, dwa ostrosłupy troykątne 
SABC, TDEF (fig. 64) są podobne, jeżeli dwa 
troykąty SAB, ABC, są podobne dwóm troyką- 
tom TDE, DEF i podobnie umieszczone, to jest 
jeżeli kąt ABS=DET, BAS = EDT, ABC. 
— DEF, BAC =EDF, i gdy nadto, nachylenie 
piaszczyzn SAB i ABG, jest równe nachyleniu 
płaszczyzn TDB i DEF: to założywszy, pewia- 
dam, że te ostrosłupy mają wszystkie ściany po- 
dobne każda każdey,i kąty bryłowe odpowiedng 


' są równe. 


Wezmy BG=ED, BH==EF, BI=ET, i popro- 
wadźmy GH, GI, IH. Ostrosłup TDEF jest ró- 
wny ostrosłupowi IGBH: bo wzięliśmy boki GB, 
BH równe bokom DE, EF, i kąt GBH, z założe- 
nia jest równy kątowi DEF: troykąt więc GBH 
jest równy troykątowi DEF: azatém dla zdzia- 
łania, przystawania dwóch ostrosłupów,można na- 
przód podstawę DEF położyć na jey równéy GBH; 
potém, ponieważ płaszczyzna DTE, tyle jest ną- 
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chylona do płaszczyzny DEF, ile płaszczyzna 
SAB do płaszczyzny ABC; przeto oczywiście 
płaszczyzna DUET padnie nieeznaozonym sposo- 
bem na płaszczyznę ABS. A że z założenia kąt 
DET — GBI, więc ET padnie na sobie równe 
BI; a ponieważ cztóry punkta D, E, F, T, pada- 
ją na cztóry G, E, H, I, przeto (1) ostrosłup TDEF 
przystanie do ostrosłupa 1GBH. 

Ponieważ z przyczyny troykątów równych 
DEF, GBH, kąt BGH—EDF- BAC; więc GH 
jest równolegle do AC. Dla podohnóy przyczy- 
ny GI jest równoległe do AS; a zatém płasz- 
gzyzna. IGH jest równoległa do SAC (15,5). Ztąd 
wypada, Ze troykąt TGH albo jemu równy TBE, 
jest podobny SAC (15), i Ze troykąt IBH albo - 
jemu równy TEF, jest*podobny SBC: a zatém 
dwa ostrostupy troykątne podobne SABC, TDEF 
mają cztćry ściany podobne każda kaZdey: nad- 
to, mają one kąty bryłowe odpowiedne równe. 

Gdyż umieściliśmy już kąt bryłowy E naje- 
mu odpowiedny D, i tož samo zrobić można 
z dwóma drugiemi kątami bryłowemi odpowie- 
dnemi; lecz wprost widzićńy, ĉe dwa kąty bry- 
łowe odpowiedne są równe; naprzykład, kąty 
T iS, gdyż one są utworzone przez trzy kąty 
płaskie równe każdy każdemu i podobnie umře- 
szczone. ga, 
- A zatóm dwa ostrosłnpy troykątne podobne, 

mają ściany odpowiedne podobne i kąty bry- 
łowe odpowiedne równe. 


PY niosek 1. 'Yroykaty podobne w dwóch ò- 
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strosłupach, dają proporcyą AB: DE:: BC: EF :: 
AC: DF ;: AS: DT :: SB: TE: : SC: TF;'azatóm 
w ostrostupach troykątnych podobnych, boki od- 
 powiedne są proporcyonalne, 
11. Ponieważ kąty bryłowe odpowiedne są 
równe, przeto nachylenie jakichkolwiek dwóch 
ścian ostrosłupa jest równe nachyleniu dwóch 
ścian odpowiednych ostrosłupa podobnego. 
HI. Gdy ostrosłup troykątny SABC; przetnie 
się płaszczyzną GIH, równoległą do jednéy ze 
ścian SAC , ostroslup cząstkowy BGIH, będzie 
podobny ostrosłupowi całemu BASC : bo troy 
kąty BGI, BGH są podobne troykątom- BAS, 
BAC każdy każdemu, i podobnie są umieszczo- 
ne: nachylenie ich płaszczyzn jest tož samo wo- 
budwóch; a zatem dwa ostrostupy są podobne. 
IV. W ogólności, gdy jakikolwiek ostrosłup 
SABCDE (fig. 58) przeźnie się płaszczyzną abede 
równoległą do podstawy, ostrosłup cząstkowy 
Sabede podobny będzie ostroslupowi całkiemu 
.SABCDE. Jakoż, podstawy ABCDE, abcde są 
podobne, a gdy poprowadziemy AC, ae, dowie- 
dliśmy teraz, że trostup troykątny SABC jest 
podobny ostrosłupowi Sabc: a zatém punkt S tak 
jest determinowany względem podstawy: ABC, 
jak-punkt S determinowauy jest wzgledem pod- 
stawy aóc (opis. 18): a zatóm dwa ostroslupy 
SABCDE, Sabcde są podobne. 
Uwaga. Zamiast pięciu datek potrzebnych, 
podług opisania, do podobieństwa dwóch ostro- 
słnpów troykąinych , mo£na za nie podstawić 


` 
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pięć innych, stosownie do rozmaitych kombina- | 
cyy; a ztego, tyleż wypadłoby twierdzeń, z po- 1 
migdzy których to tylko rozróżnić możemy: Dwa f 
ostrostupy troy kqlne sę podobne, gdy mają krą- 4 
wędzie odpowiedne proporcyonalne, ماواېډن)‎ êa ۱ | 
Jakoż jeżeli mamy proporcye (15.65) AB: DE:: و‎ 
BC: EF:: AC: DE:: AS: DT :: SB: TE::SC: TF, | | 
وص‎ zawiera pięć warunków, tedy troykąty ABS, 
ABC będą podobne troytątom DET, DEF ipo- ١ 
dobnie umieszczone. Mieć będziemy także troy- 


4t. 세 í+ ) 1‏ رد سا 
Planch Cure erit. ALR C‏ هگ Wesen‏ 
PODANIE XXIV.‏ 


TWIERDZENIE. 


Dwa wielościany podobne , mają ściany 
odpowiedne podobne, i kąty bryłowe odpo- 
wiedne równe. 


Niech będzie ABCDE (fig. 65) podstawa wie- 
loícianu: niech M i N będą wierzchołkami 
divóch kątów bryławych za tą podstawą, de!ere ' 
minowanemi przez ostrosłupy troykątne MABC, 

F. NABO, których podstawą wspólną jest ABC: 
Y "iili 
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niech bądą w drugim ostrosłupie, abcde podsta- 
wa, min wioreokodki , odpowiedne wierzchoł- 
kom M i N, determinowane przez ostrosłapy 
nabe, nabc podobne ostrosiupom MA BC, NA BC; 
powiadam naprzód, że odległości MN, mn, są 
proporcyonalne bokom odpowiednym AB, ab. 

Jakoż, ostroslupy MABC, mabc; ponieważ są 
podobne ; przeto nachylenie płaszczyzn MAC; 
BAG, jest równe nachyleniu płaszeźyzn mac, 
bac. Podobnie, ponieważ ostrosłupy NABC; 
nabc są podobne, nachylenie płaszczyzn NAG; 
BAC, jest równe nachyleniu płaszczyźn nac; 
bac. Jeżeli więc odeymiemy pierwsze nachyle- 
nia od ostatnich, zostanie nachylenie płaszczyzu 
. NAC, MAC, równe nachyleniu płaszczyżn Aat; 
mac. Lecz #2 przyczyny podobieństwa tychże 
ostrosłupów, troykąt MAC jest podobny mac; 
a troykąt NAC jest podobny zac, a zatém dwa 
ostrosłupy troykątne MNAC, mnac mają Glany 

każda każdćy podobne; podobnie umieszczone 
irównie nachylone do siebie; a zalém te ostró- 
słupy są podobne (21); krawedzie więc ich od- 
powiedne dają propgaroya MN: pin: : AM: ams 
aż AM :am:: AB:ab; a zatćm MN : ma: 

: ab. 

wód będą P ip, dwa inne wierźchołki od- 
powiedne tychże wielościanów, a podobnie mieć 
będziemy PN:pn::AB:ab, PM:pm:: AB: ab: 
Więc MN: mn: big. eae adit 
kąt PNM, łączący j olwiek trzy wierzchołki 
سا‎ , jest podobny troykątowi pum tgs 
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zqcemu trzy wierzchołki odpowiedne drugiego 
wielościanu. $ j ý 

Niech będą jeszcze Q i g dwa wierzchołki od- 
powiedne; a troykąt PON będzie podobnygtroy- 
kątowi pqn. Powiadam nadto, Że nachylenie 
płaszczyzn PQN, PMN jest równe nachyleniu 
plaszezyzn pgn, pmm. 

Bo gdy poprowadzifmy QM,i qm, mieć be- 

ziemy zawsze troykat QNM, podobny troykato- 
wi dnm, a następnie kat QNM równy kątowi gran. 
Zważmy w N, kąt bryłowy utworzony przez trzy 
kąty płaskie QNM, QNP , PNM; a w n, kąt bry- 
łowy utworzony przez trzy kąty płaskie qnm, 
4qnp, pnm; ponieważ te kąty każdy każdemu są 
równe, przeto stąd idzie; iż kąty brylowe są róż 
wne. A zatóm nachylenie dwóch płaszczyzn 
PNQ, PNM jest równe nachyleniu im odpov `e- 
dnych płaszczyzn png, pnm: a zatćm jeżeliby 
dwa troykąty PNQ, PNM były na jedney pła- 
śzczyznie, w którym to przypadku mielibyśmy 
kąt QNM — QNP + PNM; mielibyśmy, także 
qnm == qnp -F pim, i dwa troykąty grp, pnm 
byłyby także na jedney plaszezyznie. 

To wszystko cośmy teraz dowiedli ma miey- 
śce, jakiekolwiek będą kąty M, N, P, Q porów- 
tywane z sobie odpowiednemi n, n, p, q. 

Przypuśćmy teraz, że powierzchnia jednego. 
ż wielościanów jest podzielona na troykaty ABC, 
ACD, MNP, NPQ it.d.; widziémy, i£ powierz- 
chnia drugiego wielościanu zawierać będzie ró- 
wng liczbę troykątów abc, acd, mnp, npqit. d. 
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podoknych i podobnie utnieszczonych : a jeżeli | 
kilka troykatów, jak MPN, NPQ, i t. d. należą 
do jedney ściany i są na jedney płaszczyznie , | 
tedy im odpowiedne mpn, npq. i t. d. beda.tak- | 
że na jedney płaszczyznie.»A zalém wszelka ścia* 
na wieloboezna w wieloscianie, odpowiadać bę- 
dzie ścianie wielobobznéy podobney w drugim 
wieloscianie ; ; więc dwa wielościany będą zam- 
knięte jednaką liczbą płaszczyzn püdobtyeli d 1 
„podobnie umieszczonych. , Powiadam nadto, że 
” kąty bryłowe odpow iedne będą równe. 

Jakoż, jeżeli kąt bryłowy N. naprzykład, jest 
utworzony z kątów pleskich QNP, PNM, MNR, 
QNR, kat bryłowy odpowiedny n, utworzony 
będzie przez kąty płaskie grp, pnm, mnr, 7۰ 
Ażete kąty płaskie, kazdy każdemu są równe, 
a nachylenie dwóch płaszczyzn przyległych, jest 
równe nachylenin sobie odpowiednych plasz- 
czyzn; więc dwa kąty bryłowe są równe, jakże- 
by mogły pr > do siebie. : 

A zalóm nakoniec, dwa wielościany podobne, 
mają ściany odpowiedne podobne, a kąty odpo- 
wiedne równe. 

JĄ niosek. Z poprzedzającego aedini wy- 
pada, £e gdy z cziérech wierzchołków wielościa» 
nu, utworzemy ostrosłup tr oykątny, igdy utwo- 
rzemy drugi 7# 911 wierzchołków odpowie- 
dnych wielościanu podobnego; te dwa ostrosfu- 
py będą podohne; bo mieć będą boki odpowie- 
dne proporcyonalne (21 uwag.). 

Widzimy razem, że dwie odpowiedne prze- 
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EPER (17, 2), naprzykład AN, az, mają się do 
siebie, jak dwie odpowiedne krawędzie AB, ab. 


+K 
PODANIE XXV. 


TWIERDZENIE. 


Dwa wielościany podobne, mogą się po- 
dzielić na jednaką liczbę ostrosłupów troy- 
kątnych, podobnych każdy kaźdemu, i po- 
dobnie umieszczonych. 


Wiemy już bowiem, że powierzchnia dwóch 
wielościanów może się podzielić na jednaką li- 
czbę troykątów , podobnych każdy każdemu i 
EŃ umieszczonych. Ziważmy wszystkie 
troykąty jednego wielościanu, oprócz troykątów 
składających kąt bryłowy A, jako podstawy ty- 
luż ostrosłupów troykątnych , których wierz- 
chołkiem jest A: te ostrosłupy razem wzięte zło- 
ia wielościan. Podzielmy podobnie drugi wie- 
lościan na ostrosłupy, któreby miały za wierzcho- 
łek wspólny, wierzchołek kąta a odpowiedne- 
go kątowi A. Oczywiście ostrosłup łączący cztć- 

ry e wiełościanu; będzie podobny سن‎ 
strosłupowi fenem cztćry wierzchołki odpo- 
wiedne drugiego wielościanu, A zatém dwa A ege 
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Dwa ostrosłupy podobne mają się do sie- 
bie jak sześciany zboków odpowiednych. 


Ponieważ dwa osłrosłupy są podobne, prze- 
to mnieyszy może ħydź umieszczony w wię- 
kszym tak, aby miały kąt wspólny S (fig. 50). 
Wówczas podstawy ABC DE, abcde, będą równo- 
ległe; e ściany odiate ine są podobne (22), 
kat. ab jest równy kątowi SAB, oraz kat Sbe 
równy SBC; a zatém płaszczyzna abi jest równo- 
legła płaszczyznie ABC (15,5). Niech teraz SO 
będzie prostopadłą spuszczoną z wierzchołka S 
na płaszczyznę ABC, i niech o będzie punktem 
w którym ta prostopadła spotyka płaszczyznę 
abc; mieć będziemy, podług tego co się juź do- 
wiodło(15), SO : So: : SA : Sa : : AB: abza następnie 


3S0:3 So::AB:ab 


Lecz podstawy ABCDE, rt. jako figury po- 
dobne, dają 


ABCDE: dicite : :AB' :ab. 


*Mnożąc terminy odpowiedüe tych dwóch pro- 


porcyy przez się, otrzymamy proporcyą 
° 'ABCDE X 1 SO : abcde x 280: : AB : ab; 
326 ABCDE x; SO jest bryłowatością ostrosłu- 


* 
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SpA XGA vs 151 
pa SABCDE (18), a zaś abcde Xx 1 So jest bryło- 
watością ostrosłupa Sadcde, a A dwa ostro- 
słupy mają się do siebie, jak Po: z My kra- 
21 ٨ 
PODANIE XXVIL mom atat. 


TWIERDZENIF. 


Dwa wielościany podobne mają się do 
siebie jak sześciany z ich krawędzi odpo- 
wiednych. 


Jakoż dwa wielościany podohne mogą bydź 
„podzielone na jednaką liczbę ostrostupów troyką- 
tnych, podobnych każdy każdemu (25). Lecz dwa 
ostrosłupy podobne APNM, apnm (fig. 65), mają 
się do siebie jak szęściany z boków odpowie- 
dnych AM, am, albo jak sześciany z boków od- 
powiednych AB, ab. Tenże sam stosunek zaydzie 
między innemi EET ostrosłupami od- 
powiednemi; a zatém summa wszystkich ostro- 
słupów, które składają wielościan, czyli sam 
wielościan, ma się do drugiego wielościanu, jak 
sześcian zjakiegokolwiek boku pierwszego wie- 
lościanu, do sześcianu z boku odpowiednego wie- 


lościanu drugiego. a SPUR 
ETL 5x al pn Duras“ موم مځ په‎ anal Daro لا كلم‎ 


مه مهم مړ کې يو 
Uwaga ogólna.‏ 


Można wystawić w terminach algebraicznych 
to je.t sposobem nayzwięzleyszym, powtórzenie 
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152 GEOMETRYI XIĘGA VI. 
głównieyszych podań téy xiążki, zamykającćy 
bryłowatości wielościanów. 

Niech B wyraża podstawę graniastosłupa, H 
` jego wysokość: bryłowatość graniastosłupa, bę- 
„,dzie BXH czyli BH.» mee we 

Niech B wyraża podstawę ostrosłupa, a zaś H 
jego wysokość : brylowatosé ostrosłupa będzie 
Bx: H, czyli HX} B, czyli i BH. 

Niech będzie H wysokość kloca ostrosłupo- 
wego o podstawach równoległych: niech Ai B 
wyrażają podstawy jego: VAB będzie średnią 
proporcyonalną między podstawami: a brylowa- 
tością kloca będzie ; H X (A+B+VAB). 

Niech B wyraża podstawę kloca graniastostu- 
pa troykątnego, H, H', H', wysokości trzech je- 
go wierzchołków górnych: bryłowatością gra- 
niastosłapa ściętego, będzie i Bx(H.-- H'--H/) 

Niech nakoniec P ip, wyrażają bryłowatości 
dwóch wielościanów podobnych, A i adwa bo- 
ki albo dwie przekątne odpowiedne tych wie- 


lościanów: będzie P.:p::A':a*. 
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